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Vorwort

Der vorliegende Text wurde als Begleitlektiire zur Vorlesung ,,Numerische Mathematik® fiir
die Masterstudiengénge Geoddsie und Geoinformatik und Remote Sensing and Geoinformatics
konzipiert. Die behandelten Themen sind iiblich in einer Numerik-Vorlesung und werden durch
Anwendungsbeispiele aus der Welt der Geodésie und (Geo-)Informatik ergénzt, wobei das The-
ma Internet auch eine Rolle spielt (PageRank von Google und Kryptographie). Auerdem wird,
inspiriert durch das Buch Homers letzter Satz — Die Simpsons und die Mathematik' von Simon
Singh, auch der Bezug zu mathematischen Themen hergestellt, die in den Zeichentrick-Sitcoms
The Simpsons und Futurama eine Rolle spielen. Besonderen Dank mochte ich Vater Nil von
der Skite des Heiligen Spiridon in Geilnau aussprechen, der mir bei den geistlichen Beispielen
wertvolle Hilfestellung gab.

Hinweise auf Druck- und andere Fehler werden gerne entgegengenommen, was zu einer verbes-
serten weiteren Auflage fiihren kann.

Karlsruhe, den 5. Februar 2019 P.E. Bradley

!Originaltitel: The Simpsons and their Mathematical Secrets
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Kapitel 1

Gleitkomma-Arithmetik

1.1 Gleitkommazahlen
FEine Gleitkommazahl
a=m-f3°
besteht aus einer Mantisse m, einer Basis § und einem Ezxponenten e. Sie ist normalisiert, falls
fl<m<1

d.h. falls

m=0.x129...
mit z # 0 ist.
Bemerkung 1.1.1. Auch andere Normalisierungen sind méglich, z.B.

2.597E — 03 = 2.597 - 1073
statt 0.2597 - 102.

IEEE-Standard, double precision

FEine double precision Zahl im IEEE-Standard lasst sich als 64-Bit Wort iber dem Alphabet
{0,1} darstellen:

Oj aj...as2 €g...€10
Vorzeichen Mantisse Exponent

Der Wert, der einem solchen Wort zugeordnet wird, ist

51
xr = (_1)0’ (1 + Z 2_ia52_i> . 26—1023
=1
mit

10
e= E e;2"
=0

1.2 Uberlauf und Unterlauf

Nicht alle reellen Zahlen konnen durch ein Wort endlicher Lénge dargestellt werden. Da die
Mantisse nur endliche Lange hat, treten Rundungsfehler auf. Uberlauf und Unterlauf entstehen
auf Grund der endlichen Lénge des Exponenten.



Uberlauf

Uberlauf bedeutet, dass eine arithmetische Operation eine Zahl mit zu groflem Exponenten
produziert.

Unterlauf

Unterlauf bedeutet, dass eine arithmetische Operation eine Zahl mit zu kleinem Exponenten
produziert.

Bemerkung 1.2.1. Uberlauf fihrt stets zu einer Fehlermeldung, d.h. ist fatal.

Unterlauf fiihrt zu einer Zahl, die fast Null ist. Dies bedeutet, dass wenn die Zahl gleich Null
gesetzt wird, weiter gerechnet werden kann.

Oft kann Uberlauf auf Kosten harmloser Unterliufe eliminiert werden.

Beispiel 1.2.2. FEs sei

c=+va?+b?

mit a = 10%° und b =1 in einem Dezimalsystem mit 2-stelligem Ezponenten zu berechnen.
Darin fiihrt a® zu Uberlauf. Dieses kann folgendermafen eliminiert werden:

2 b\ 2
c=3s (ﬂ) —|—<8>, s = max {|al,|b|} = 10%°

erqibt

mit dem Unterlauf

1 2
(100)

Setzen wir dieses gleich Null, ergibt sich ¢ = 1090,

1.3 Rundungsfehler
Nicht jede reelle Zahl kann im Rechner exakt dargestellt werden. Beispielsweise
V7 = 2.6457513. ..

Auf einem fiinfstelligen Dezimalrechner miissen die hinteren Stellen wegfallen. Es gibt zwei
Moglichkeiten:

1. Rundung;: y
7 = 2.6458

2. Abschneiden:
V7 ~ 2.6457



Fehlerschranken

Runde auf 5 Stellen. Dann wird aus
a=XXXXXY
die Rechner-Zahl

b=XXXXZ

Runde dabei auf, falls Y > 5 und runde ab, falls Y < 5 ist. Fiir den Fehler gilt:
b—al <5-107°

Ist die fithrende Stelle # 0, d.h. |a| > 1, so ist

|b—al
lal

1
§5-10—5:§.10—4

Allgemein gilt:

1. Beim Runden auf ¢ Dezimalstellen ist der relative Fehler
lb—al 1

< Z. 107t+1
la| 72
2. Beim Abschneiden auf ¢t Dezimalstellen gilt:
b — al <10t
|al

Fiir Binarzahlen gilt:
b — al
|al

{ 27t (Runden)
<

271 (Abschneiden)
1.4 Maschinen-Epsilon

Sei b = fl(a) die Maschinendarstellung einer reellen Zahl a € R. ej; sei die kleinste obere
Schranke fiir den relativen Fehler:

und e < ey
Mit anderen Worten:
fila) =a(l+e€), |e]<em
Die Zahl ey heifit Maschinen-FEpsilon und ist eine Charakteristik der Gleitkomma-Arithmetik
auf einer gegebenen Maschine.

Bemerkung 1.4.1. e); ist etwas gréfer als die grofite Zahl x, fur die gilt:

i(l+2)=1
Beispiel 1.4.2. Bei einer 6-stelligen Bindrarithmetik liefert x = 277:
ll+x)=1

Konsequenz. Eine Approximation an €ps ist durch folgenden Algorithmus gegeben:
Start. g =1
Schritt n. Falls i(1 + x,—1) # 1, setze x,, := m"2_1.

Oder in Pseudocode:
x=1;
while (1 +x!=1)
x =x/2;



1.5 Arithmetik

Das Ergebnis einer arithmetischen Operation kann auf einem Rechner nur approximativ darge-
stellt werden: Z.B. hat das Produkt zweier n-stelliger Zahlen bis zu 2n Stellen.

Idealerweise ist das Ergebnis einer Gleitkomma-Rechenoperation die korrekte Rundung des
exakten Ergebnisses. D.h. fiir die Operation O soll gelten:

filaDb) = (aBb)(1+¢), [ef<enm
Im IEEE-Standard ist dies realisiert, solange kein Uberlauf oder Unterlauf vorkommt.

Bei der Berechnung von Differenzen kénnen grofie relative Fehler auftreten.

Beispiel 1.5.1. FEs sei die Differenz 1 — 0.999999 in einer sechsstelligen Dezimalarithmetik zu
berechnen. Falls 7 Stellen mdglich wéren, kime das korrekte Ergebnis 0.100000 - 1075 heraus.
Bei nur 6 Stellen ergibt sich

1.00000
—0.99999

0.00001 = 0.10000 - 107

Der relative Fehler ist

0.1-107°—0.1-107%] 99
0.1-10-6 '
und damit recht grofs. Durch eine siebte Stelle fiir die Berechnung (Schutzstelle) hdtte der Fehler
vermieden werden konnen.

Beispiel 1.5.2. Sei eine 4-stellige Dezimalarithmetik gegeben. Darin mdchten wir die Zahlen
10.90 und 0.009 addieren. Hier ist das Ergebnis 10.90, weil die grofiere Zahl zwei Stellen vor
dem Komma hat, was dazu fiihrt, dass bei der Addition die kleinere Zahl nach der zweiten
Nachkommastelle abgeschnitten wird.

1.5.1 Berechnung von Summen

Verallgemeinern wir die Gleichung
fila+b) = (a+0)(1+¢€), | <enm

auf Summen der Form
Sy =f(x1 4+ 22+ 4 2)

Hierbei kommt es auf die Summationsreihenfolge an:

A(zy + 2o+ +a,) =40 .. (A(f(z1 + 22) + 23) ...) + xp)



Es gilt:

So=fl(z1+22) = (r1+22)(L+e) =x1(1+e1) +a20l +€1), |a| <ewm

S3 = fl(Se + x3) = (S2 + x3)(1 + €2)
=z1(1+e)(1+e)
+ 291+ €1)(1 + €2)
+ z3(1 + €2)

Sp = ﬂ(Sn—l + xn) = (Sn—l + xn)(l + 6n—l)
=r(l+ea)l+e) - (1+e-1)

)
+ao(l4e)(I+e2) - (14 €-1)

+a3(1+e) - (14 €n-1)

+xn—l(]—+6n—2)(1 +€n—1)
+ 2 (1 +€p-1), lei| <en, i=1,...,n—1

Definiere n; durch

I+m=0+e)1+e) (14 €r-1)
I+m=0+e)l+e) - (1+ep-1)
I+ns=(1+e) - (1+ep_1)

1+n,1 = (1 + 6n—2)(1 + En—l)
I1+n,=1+¢€,1

Dann gilt:

n
Sn=> mi(1+m)
i=1
Untersuchung von 1 + »;
1+ TIn—1 = (1 + €n72)(1 + Enfl) =1l+epot+en1+en26n

~14+¢ep_o+€p_1 (in 1. Ndherung)

In der Tat konnen wegen
2
’6n72€n71| < €y

Terme in ¢; hoherer Ordnung vernachlassigt werden. Es folgt:
Mn1 > €n—9 + €n_1 (in 1. Néherung)

bzw.
n—1] S |en—2| + |en—1| < 2epr (in 1. N&dherung)

Allgemein gilt:

Im| < (n—1em
i < (n—i+ e, i=2,....n

Es gilt:



Satz 1.5.3. Falls nepr < 0.1 und |¢;| < epr firi=1,...,n, so gilt

(I+e)(14e)--(14+e)=14+n

1N < 1.06 - neps
Setze also
éhy = 1.06 - eps

dann werden die approximativen Schranken rigoros:

Im| < (n—1)éy
il < (n—i+1Dey,i=2,...,n

Beispiel 1.5.4. Die Bedingung ne, < 0.1 fiir ey = 1071° bedeutet n < 10'*. Ein Rechner, der
pro Addition 1ps = 10755 braucht, bendtigt zur Addition von 10'* Zahlen

108s = 3.2 Jahre

D.h. Satz 1.5.8 ist fir praktische Zwecke anwendbar.

1.6 Grofler Fermatscher Satz und knappe Verfehlungen

Der griechische Mathematiker Diophantos von Alexandria schrieb im dritten Jahrhundert n.
Chr. ein mathematisches Werk namens Arithmetika. Es ist eine Sammlung von 300 algebraischen
Gleichungen zusammen mit Methoden zum Finden von Losungen. Eine Gleichung, die darin
auftaucht ist

22 4P = 22
wobei x,y, z positive natiirlichen Zahlen sein. Die Losungen sind pythagordische Tripel, und
davon gibt es unendlich viele.

Fermat schreibt an dieser Stelle in seinem Exemplar des Werkes an den Rand:!

B8 ist jedoch nicht mdéglich, einen Kubus in 2 Kuben, oder ein Biquadrat in 2 Biquadrate
und allgemein eine Potenz, hoher als die zweite, in 2 Potenzen mit ebendemselben Expo-
nenten zu zerlegen: Ich habe hierfiir einen wahrhaft wunderbaren Beweis entdeckt, doch
ist dieser Rand hier zu schmal, um ihn zu fassen.“

Mit anderen Worten:
Satz 1.6.1 (Fermat, ca. 1637). Die Gleichung
"yt ="
hat fiir n > 3 und x,y,z > 0 keine ganzzahlige Lésung.

Streng genommen, ist Satz 1.6.1 kein Satz, da Fermat keinen Beweis angibt. Daher heifit
er auch oft Fermatsche Vermutung. Ein erster giiltiger Beweis wurde von Andrew Wiles (1995)
veroffentlicht. Bis dahin waren Spezialfille des Satzes bewiesen worden sowie die Tatsache, dass
es geniigt, ihn fiir n = 4 oder eine ungerade Primzahl zu beweisen.

Im Original ist diese Notiz in Lateinischer Sprache.
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Die Methode von Wiles ist wie folgt skizziert: Seit 1990 war bekannt, dass fiir ein Gegen-
beispiel a, b, ¢ mit a™ + b" = ¢ folgt, dass die elliptische Kurve

y? = x(x — a")(z + b")

(die sog. Frey-Kurve) nicht modular? ist. Andererseits gibt es die Taniyama-Shimura- Vermutung,
welche besagt, dass alle {iber Q definierten elliptischen Kurven modular sind. Andrew Wiles und
Richard Taylor bewiesen diese Vermutung fiir eine grofle Klasse von elliptischen Kurven, darun-
ter auch fiir die Frey-Kurve. Dies ergibt einen Widerspruch. Daher kann es kein Gegenbeispiel
zum groflen Satz von Fermat geben.

Kurze Zeit spater erschien in der TV-Zeichentrick-Sitcom The Simpsons folgendes Beispiel:

Beispiel 1.6.2 (Homer Simpson, 1995).
1782'2 4+ 184112 = 192212

Genau genommen erscheint u.A. diese Gleichung in der Szene Homer® (Homer hoch Drei)
der Episode Treehouse of Horror VI im Hintergrund, als Homer in die dritte Dimension gerét.
Einer Uberpriifung auf einem gewohnlichen Taschenrechner hilt dieses ,, Gegenbeispiel stand:
die zwolfte Wurzel aus der linken Seite ergibt dort 1922. Der Grund ist die lediglich 10-stellige
Gleitkomma-Arithmetik auf dem Taschenrechner. Mit mehr Stellen sieht man, dass diese zwdlfte
Wurzel ein winziges bisschen grofler ist als die ganze Zahl 1922. Der Drehbuchautor Cohen
erzeugte diese knappe Verfehlung der Fermat-Gleichung mithilfe eines Computer-Programms.
Auch ohne Taschenrechner sieht man, dass dieses Beispiel falsch sein muss: die linke Seite ist
die Summe einer geraden mit einer ungeraden Zahl, also ungerade, wahrend die rechte Seite
gerade ist, ein Widerspruch.

Drei Jahre spater schreibt Homer in The Wizard of Evergreen Terrace neben einer Vorher-
sage der Masse des Higgs-Bosons (14 Jahre vor dessen Entdeckung), der Dichte des Universums
sowie einer eigenartigen topologischen Transformation eines Donuts in eine Sphére, eine weitere
knappe Verfehlung eines Gegenbeispiels zum Satz von Fermat an die Tafel:

Beispiel 1.6.3 (Homer Simpson, 1998).
39872 + 43652 = 447212

Auf dem Taschenrechner ldsst sich auch dieses Beispiel ,,verifizieren“. Auch hier lasst sich
schnell einsehen, dass diese Gleichung nicht stimmen kann: die rechte Seite ist die Summe zweier
Zahlen, die durch drei teilbar sind (Quersumme!), wihrend es die rechte Seite nicht ist: diese
ist ndmlich

447212 =22 =45=12£0 mod 3

2Dieser Rand ist zu schmal, um eine Erklirung dieses Begriffs zu fassen. ..
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Kapitel 2

Nichtlineare (leichungen

2.1 Die Grundaufgabe

Hier geht es um die Grundaufgabe, eine Gleichung
flz) =0

in einer Unbekannten x zu losen. Offen gehalten ist dabei, ob etwa alle Losungen gesucht werden,
oder ob es Einschrankungen fiir den Losungsraum geben soll.

Beispiel 2.1.1. Betrachten wir die Gleichung f =0 mit
f=a22-9

Diese Gleichung ist iiber den ganzen Zahlen 7. lésbar. Eine Lésungsmdéglichkeit existiert mithilfe
der Primfaktorzerlequng:
9=3" = z=43

Verwendet wurde im Beispiel:

Satz 2.1.2 (Hauptsatz der Arithmetik). Jede natirliche Zahl ldsst sich in eindeutiger Weise
als Produkt von Primzahlen darstellen.

Hierbei handelt es sich um einen reinen Existenzsatz. Es ist ein bis heute ungelostes Problem,
ob die Primfaktorzerlegung in polynomieller Zeit moglich ist.

Beispiel 2.1.3. Sei
f=a2-2

Hier hat f(z) = 0 in den rationalen Zahlen Q keine Losung. Dies liegt daran, dass /2 irrational
ist. Wir kénnen aber /2 durch Rationalzahlen approzimieren. Es ist

f(1)==1<0 wund f(2)=2>0
Also hat f nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle x € [1,2]. Weiter ist
1
f(3/2) = 1 >0

Also hat f eine Nullstelle x € [1,3/2]. Dies lasst sich beliebig fortfihren, wobei in jedem Schritt
das Intervall, welches eine Nullstelle x enthdlt, halbiert wird.

12



Verwendet wurde hierbei:

Satz 2.1.4 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann existiert zu jedem u zwischen
f(a) und f(b) ein c € [a,b] mit f(c) = u.

Beispiel 2.1.5. Sei
f= 22 +1

Hier hat f(x) =0 in den reellen Zahlen R keine Lésung. Jedoch eine Erweiterung des Zahlen-
raums Q fihrt zu einer Losung: Sei i :== +/—1 (symbolisch). Dann sei

Q) =Q & Qi
die Menge der Zahlen der Form
z=ux+yi (symbolisch)

Gerechnet wird mit den iblichen Rechenregeln von Addition und Multiplikation unter Beachtung,
dass i? = —1 gilt. Die Gleichung f(z) = 0 ist in Q(3) exakt losbar:

z ==+t
Bemerkung 2.1.6. Die Methode aus Beispiel 2.1.5 funktioniert auch mit \/2:
Q(V2) :=QaQV2

Dann ist 22 — 2 =0 mit 2 = +/2 exakt losbar.
Haufig wird als Losungsraum gewahlt:

1. R (reelle Zahlen)

2. C =R & Ri (komplexe Zahlen)

Der wichtigste Grund fiir die Wahl von C als Losungsraum ist
Satz 2.1.7 (Hauptsatz der Algebra). Jedes Polynom

fX)=ay+ a1 X+ +a, X"

mit Koeffizienten ao, . ..,a, € C hat (mindestens) eine Nullstelle in C.

In der Regel gibt es noch weitere Einschrankungen an den Losungsraum. Im Fall R soll eine
Losung beispielsweise in einem vorgegebenen Intervall [a, b] gesucht werden. Bei C kénnte der
Losungsraum etwa ein Gebiet oder eine Kreisscheibe sein.

Auf dem Rechner werden noch weitere Einschriankungen gemacht. So ist bei reellem Losungs-

raum die Losung haufig durch endliche Dezimalzahlen zu approximieren. Im Komplexen wird
héufig Real- und Imaginarteil durch endliche Dezimalzahlen approximiert.
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2.2 Bisektionsmethode
Hier geht es um die Aufgabe, die Gleichung
flz)=0

fiir eine stetige Funktion f auf einem Intervall [a, ] zu l6sen.

Die Voraussetzung sei f(a)- f(b) < 0. Dann kénnen wir die Bindrsuche ansetzen. Setze dazu

b
xy = a;_ , Iy :=]a,b)

Es gibt 3 Moglichkeiten:
1. Falls f(a)f(xz1) <0, so setze I := [a, z1].
2. Falls f(z1)f(b) <0, so setze I := [x1,b].
3. Falls f(z1) =0, so sind wir fertig: Die Losung ist x = z.
Fiihren wir dies fort, so erhalten wir eine Folge x,, als Mittelpunkt des Intervalls I,,_1.

Satz 2.2.1. Die Folge x,, konvergiert gegen

z:= lim z,
n—oo
und es gilt:
flz) =0
Der Approzimationsfehler fir x,, betrdgt
b—a
€n = |zn —z| < o

und die Konvergenz ist linear.
Wir benétigen noch eine Definition. Sei z,, — x eine konvergente Folge.
Definition 2.2.2. x,, konvergiert mit Ordnung q, falls ein p > 0 existiert, sodass fir alle n

qgilt:
|Znt1 — 2| < plag — |

p heifit die Konvergenzrate.

Definition 2.2.3. z, heifit R-linear konvergent, falls es eine Folge v, > 0 gibt, die mit Ordnung
1 und Konvergenzrate p € (0,1) gegen 0 konvergiert, sodass fir alle n gilt:

|zy, — 2| < o,

Beweis von Satz 2.2.1. Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 2.1.4) enthélt jedes der Intervalle I,
eine Nullstelle von f. Da der Durchschnitt aller dieser Intervalle ein Punkt £ ist, muss £ zugleich
Nullstelle und Grenzwert der Folge x;, sein.

Die Konvergenz ist R-linear wegen

b—a
€n < Ry 1= = lim k, =0 und kpy1 < =Ky
on n—00 2
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2.3 Fixpunktmethoden

Wir wollen die Gleichung

f(z) =0
mit f = 23 — x — 1 iterativ mit
Tn = (b(xn—l)
16sen. Hier sei
1. ¢(z) = (z+1)3
2. ¢(z) =a2% -1
Die Losung ist jeweils als Fizpunkt
¢(z) =

gegeben. Anhand von Abbildung 2.1 nehmen wir als Startwert 2y = 1.5. Die Graphen der
Iteratoren ¢ sind in Abbildung 2.2 gegeben.

f{x)=x"3-x-1 y
g{x)=0
—+4
—+3
+2
+1
-4 -3 -2 -1 1

=M

w

£
=

Abbildung 2.1: Der Graph von 2% — z — 1.
Berechnen wir die ersten paar Iterationen:
1. ¢(z) = (z+1)3.
x1 = 1.3572, o = 1.3309, x3 = 1.3259, x4 = 1.3249
2. ¢(z) =23 — 1.

x1 = 2.375, 2o = 12.396, 3 = 1904.003, 4 = 6.902 - 10°

Die Folge in 1. konnte wohl konvergieren, wiahrend die Folge in 2. eher divergiert. Ein
Hilfsmittel, um dies zu entscheiden, ist
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FO=(x+1)"{1/3} y Fi{x)=x"3-1 y

gi{x)=x g(x)=x
- -
3 3
2 2

+1
-4 -3 -2 -/ 1 2 E] 4 ® -4 -3 -2 -1 2 3 4 ®
| ] | i | | ] | | | i |

-2 -2
-3 -3
-4 -4

Abbildung 2.2: Die Graphen der Iteratoren ¢.

Satz 2.3.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein nichtleerer metrischer Raum. Ist (X, d)
vollstandig und
T: X - X

eine Kontraktion, dann besitzt T genau einen Fizpunkt in X.
Wir werden sogleich die hervorgehobenen Begriffe definieren.

Definition 2.3.2. FEine Abbildung
d: X xX—=>R

ist eine Metrik auf X, falls d(x,y) > 0 fir alle z,y € X, und fir alle z,y,z € X gilt:
1. d(z,y) = 0 genau dann, wenn x =y. (Definitheit)
2. d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)
3. d(z,y) <d(xz,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Definition 2.3.3. FEin metrischer Raum heifit vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge in X kon-
vergiert.

Definition 2.3.4. Eine Folge (x,) heiffit Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N
existiert, sodass fir alle m,n > N gilt:

A(Tm, Tp) < €

Definition 2.3.5. Eine Abbildung T: X — X heifit Kontraktion, falls eine nichtnegative reelle
Zahl L < 1 existiert mit
d(T'(z),T(y)) < L-d(z,y)

Der banachsche Fixpunktsatz (Satz 2.3.1) gibt eine konstruktive Formulierung her:

Satz 2.3.6. Ist T: X — X eine Kontraktion in einem wvollstindigen metrischen Raum. so
konvergiert die Folge
Tnt1 = T(zy)

fur jeden Startwert xqg € X gegen den Fizpunkt von T.
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Der Grenzwert z := lim x,, bei einer Kontraktion 7" ist tatsdchlich Fixpunkt.

Beweis.
limx, = im T (z,-1) « T(limz,—1)

(x) gilt, da Kontraktionen stetig sind. Also ist x = T'(z). O

Die Zahl L bei Kontraktionen 1" heif3t Lipschitz-Konstante.

Fiir stetig differenzierbare reelle Funktionen auf Intervallen gibt es ein Kriterium fiir das
Vorliegen einer Kontraktion.

Satz 2.3.7. Ist I C R ein abgeschlossenes Intervall und ¢: I — R stetig differenzierbar mit
o(I) C I und
‘qb'(x)‘ <L<1

fiir alle x € I, so ist ¢ eine Kontraktion.

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 2.3.8) existiert fiir alle x < y
in I ein & € (z,y) mit
6(y) — o()| _
|y — =
Also ist ¢ Kontraktion. O

'€ <L<1

Verwendet wurde:

Satz 2.3.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion,
die im offenen Intervall (a,b) differenzierbar sei. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

f(b) = f(a)

b—a

f1€) =

Beispiel 2.3.9. Nehmen wir ¢(x) = (x + 1)% Dann ist
/ 1 -2

§@) = S+ 1)

Fir I =11,2] gilt:
|¢/(x)| <021 =L <1

fir x € I (vgl. Abbildung 2.3).

Beispiel 2.3.10. Fiir ¢(x) = 2° — 1 ist ¢/(z) = 32%. Mit xo = 1.5 ergibt sich
¢/(ZEO) =6.75>1

Also ist ¢ auf keinem Intervall, das xo enthdlt, eine Kontraktion.
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Fr()=L{x+1)"{1/331" £ {x)=[x"3-11" y
Tes2t T12.59
+o.175 +11.10 /
!
,'i
!
+o.1a1 La.77 1
/
‘16.106 18.36 4
/
e.072 T899
18,838 +5.54 .
-0.667 -0.333 9.333 | 0.667 1  1.333 1.686 2 &
i ! 80034 1 i i 1 i s /
+-0.031 1.2
—+--8,866 T3
-8.667| -0.333 0.333 0.667 1  1.333 1.686 2 g
| | i i | i i |

Abbildung 2.3: Die Ableitungen der Iteratoren auf dem Intervall [1,2].

2.3.1 Fehlerschranken fiir Kontraktionen
A priori
Sei T': X — X Kontraktion mit Fixpunkt z € X. Fir z,, = T'(x,—1) ist der Fehler

€n = d(zp,x)
Es gilt:
(g, 2p—1) < L+ d(wp—1,25-2) < -+ < LF - d(2, 20)
wobei L die Lipschitz-Konstante von T sei. Weiter gilt:

d(xm—i—na .an) < d('rm-i—ny xm+n—1) +-+ d(«rn-i-ly xn)
< (Lm-‘rn—l NI Ln) . d(xl,{L’())

Mit m — oo ergibt sich als a priori Fehlerschranke:

n < = +d(a1,0)

Hier wurde die geometrische Rethe
> 1
g "= —— falls |z[ <1
11—z
n=0

verwendet.

Aus der a priori Fehlerschranke lasst sich die Anzahl der Iterationen abschitzen, wenn der
Fehler hochstens € > 0 betragen darf:
e(1-L)

" logd
€n§1_L‘d(5’317$0)§€ = nZﬁ
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A posteriori

Fiir eine Kontraktion 7" gilt mit @, = T(xp—_1):
d(anrkv anrkfl) < Lk ' d(xrw xn—l)

Daraus ergibt sich:

d<xn+m7 xn) d(Tntm> Tnym—1) + -+ d<xn+17 xn)
(

<
S m++L)d($n’xn_1)
Mit m — oo folgt die a posteriori Fehlerschranke:

L
€n < 1-L : d(xnaxn—l)

A priori vs. a posteriori

Die a priori Fehlerschranke
LTL

gn = 1-1 -d(wl,iﬁo)
ist vorab ermittelbar, wahrend die a posteriori Fehlerschranke
. L
€Ep = ﬁ . d(xm,l'nfl)

erst dann ermittelbar ist, wenn x,, bekannt ist.

Satz 2.3.11. Bei Kontraktionen ist die a posteriori Fehlerschranke scharfer als die a priori
Fehlerschranke.

Beweis. Da T Kontraktion ist, gilt:

L L ) )
€n < €= ﬁ 'd(xm$n—1) < ﬁ <L 1d(x1,x0) = €

2.4 Newton-Verfahren

Wir setzen hier voraus, dass f: I — R zweimal stetig differenzierbar sei und in £ € I eine
einfache Nullstelle habe. Dies bedeutet:

f(&)=0 und [f'(&)#0
Entwickeln von f in eine Taylor-Reihe in x¢ € I ergibt:
f(&) = fzo) + f'(20)(€§ — w0) + R(§, 20)
mit )
R(E.x0) = () &7

wobei a echt zwischen £ und zg ist. Fir |§ — x| — 0 gilt:

R(f,xo) —0
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also

0~ f(zo) + f'(x0)(& — xo)

d.h. Fzo)
o
~ T —
£~ xo ()
wobei f'(zg) # 0 fur |§ — x| hinreichend klein. Hieraus wird der Iterator
f(z)
o(r) =a—
D= )

mit Startwert xg in der Nahe der gesuchten Nullstelle €.

Lemma 2.4.1. Es gibt in I eine Umgebung U(§) = [ — h,& + h] von &, in welcher f' keine
Nullstelle hat und

@] <1
gilt.

Beweis. Da f’ stetig ist, gibt es eine Umgebung V' (£) von ¢ ohne Nullstelle von f’. Es ist

oy f@) (=)
T =Ty
stetig als Produkt stetiger Funktionen, und es ist
¢'(§) =0
Also existiert in I eine Umgebung W () von & mit |¢'| < 1. Eine Umgebung von ¢ innerhalb
V(§) NW(E) leistet somit das Gewtlinschte. O

Konsequenz. Der Iterator ¢: U(§) — R ist eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante
L= max{‘d(xﬂ lzeU()} <1
Auch iiber die Konvergenz des Newton-Iterators konnen wir etwas aussagen:

Satz 2.4.2. Sei f: [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar mit einfacher Nullstelle £ € [a, b].
Dann gibt es in [a,b] eine Umgebung U (), sodass der Iterator ¢ fir jeden Startwert xo € U(§)
quadratisch (d.h. mit Ordnung 2) konvergiert.

Beweis. Die Taylor-Reihe um z,, € U(§) ist

0= F(8) = flon) + £ (@) €~ 2) + " (@n) € — )’

Wegen

I = T )
n

folgt:

. _ f(xn) )= L) e 2
T = iy T T g, ¢

Also gilt fir den Fehler €, = |£ — x,,|:

. B _f”(an)
n+1 — 2f/($n)
—_——

=:Cp
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mit

: _ [ @)
52@””%%)
Also ist C), beschrankt. Mit p = min{C,,} ist
€nt1 < pes
also liegt Konvergenzordnung 2 vor. O

Wir fassen zusammen, dass das Newton-Verfahren quadratisch konvergiert, aber nur lokal,
d.h. in einer Umgebung der gesuchten Nullstelle.

FEin geeigneter Startwert kann z.B. mit der Bisektionsmethode gesucht werden.

2.4.1 Zwei Anwendungen
Optimierung

Sei f: I — R dreimal stetig differenzierbar. Gesucht sind Maximal- und Minimalstellen von f.
Diese sind Nullstellen von der Ableitung f’. Dies fithrt auf den Newton-Iterator

S
=T )

Newton-Raphson-Division

Hier ist % fiir D # 0 numerisch zu berechnen. Lose dazu die Gleichung
f(z) =0

mit f = % — D und z # 0. Der Iterator ist

f(z)

o(x) =x — =x(2 - Dx
(1) =2~ s = (2= D)
und verwendet nur Multiplikation und Subtraktion.
2.5 Sekantenverfahren
Das Newton-Verfahren

f(zn)

Tn4+1 = Tn — f’(a; )
n

bendétigt in jedem Schritt die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,,. Ist diese nicht bekannt
oder schwierig zu berechnen, kann der Differentialquotient f’ durch den Differenzenquotient

approximiert werden:
f(zn) — f(Tn-1)
Ty — Tp—-1

- -Tn—lf(xn) - xnf(xn—l)
Tp+1 =
f@n) = f(en—1)
Der Vorteil liegt darin, dass nur Funktionswerte f(x) bendtigt werden. Nachteilig ist, dass die
Konvergenz langsamer ist. Fiir den Fehler gilt:

fl(xn) =

Dies liefert die Iteration

~ a
€Ent+1 ~ C c€p
mit

~1.618 <2

1+5
o = 2
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2.6 Newton-Fraktal

Wir beschreiben nun den Newton-Iterator im Komplexen. Dazu sei p eine nicht-konstante me-
romorphe Funktion auf C, d.h.
p="
g
mit f,g holomorph. Letzteres bedeutet, dass die Funktionen sich in jedem Punkt in C lokal
(d.h. in einer Umgebung) in eine Taylor-Reihe entwickeln lassen. Dann lautet der komplexe
Newton-Iterator fiir die Gleichung p = 0:

p(z)

P'(2)

Die Resultate fiir den reellen Newton-Iterator tibertragen sich auf ¢(z). Die Konvergenz ist
abhéngig vom Startwert 2o € C.

o(x) =2 -

Fiir die folgende Betrachtung fithren wir folgende Bezeichnung ein:

Q" i=¢o---0¢
N——

n-mal

D.h.

Fiir z € C betrachten wir die Folge

Fu(w): |2 — wl, [6(2) — p(w)], |¢2(2) — *(w)), ..

Fir F,(w), = |¢"(z) — ¢"(w)| gibt es nun zwei Mdoglichkeiten:

1. Es gibt eine Umgebung U(z) von z, sodass fir alle w € U(z):

lim F.(w), =0

2. In jeder Umgebung U(z) gibt es ein w, sodass

F,(w), A0 (n — o0)

Definition 2.6.1. Die Menge

F(¢) :={z € C|1. gilt fir z}
heifit die Fatou-Menge von ¢. Die Menge

(@) :={z € C| 2. gilt fiir z}
heif$t die Julia-Menge oder auch das Newton-Fraktal von ¢.

Satz 2.6.2. Sei ¢ ein komplexer Newton-Iterator. Ist der Startwert zo € F(¢), so konvergiert
@"(z0) gegen einen periodischen Zyklus endlicher Lénge. Ist zg € J(¢), so konvergiert ¢™(zp)
nicht.

Ist speziell im ersten Fall die Periodenlange gleich 1, so konvergiert der Newton-Iterator fur
den Startwert zq.
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Beispiel 2.6.3. Sei p = 2% — 1. Dies ergibt den Newton-Iterator

22341
‘b:T
z

Wir stellen zundchst fest, dass die Lésungen von p =0 die dritten Finheitswurzeln sind:

C:e?,c :eT., 43:1

miti=+—1¢€C.

Abbildung 2.4: Newton-Fraktal und Fatou-Menge fiir 22 — 1 = 0 (Quelle: Wikipedia, Author:
Georg-Johann Lay).

In Abbildung 2.4 ist die Julia-Menge weif$. Rot bedeutet Konvergenz gegen 1, griin Kon-
vergenz gegen ¢ und blau Konvergenz gegen (2. Die Helligkeit der farbigen Punkte gibt die
Konvergenzgeschwindigkeit wieder: hell bedeutet rasch, dunkel bedeutet langsam.

Fiir das nachste Beispiel benttigen wir noch

Lemma 2.6.4. Jedes Polynom f mit reellen Koeffizienten und ungeradem Grad hat stets eine
reelle Nullstelle.

Beweis. Fasse f als komplexes Polynom auf. Nach dem Hauptsatz der Algebra (Satz 2.1.7) hat
f eine komplexe Nullstelle. Spéter (in Abschnitt 3.2) werden wir sehen, dass f eine Darstellung
hat:

(2.1) fX)=a- H(X —ay), o,a,€C
m
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mit a, € C. Da f reell ist, ist mit jeder Nullstelle £ € C auch die komplex-konjugierte £ eine
Nullstelle von f, denn:

f(é) :Zaugy :ZdyfT:Za,ij =0=0

wenn f(X)=> a,X" ist. Es folgt wegen (2.1), dass bei ungeradem Grad fiir mindestens eine
v
der Nullstellen £ gelten muss, dass B
£=¢

also & reell sein muss. ]
Beispiel 2.6.5. Seip = 22 — 22 + 2. Dann ist der Newton-Iterator

223 — 2
b=g—

3z =2

p hat mindestens eine und héchstens drei reelle Nullstellen. Die kritischen Stellen sind gegeben
durch:

2

pPx)=0 & x=4%4 3

2 4 2 2 4 2
Sl=o9_2,/2 w2l =24+ 24/2
0<p<\/g> 3 3<p< 3) t3V3

1st —\/g lokales Mazximum, \/g lokales Minimum, und dazwischen gibt es keine Nullstelle auf

Wegen

der reellen Achse. Also haben wir die Zerlegung

p(X) = (Z - a)(X — B)(X - B)

mit « < 0 und B € C\ R. Ein reeller Plot des Polynoms p findet sich in Abbildung 2.5.
Die ndchste Voriberlegung ist, dass es hier auflerhalb der Julia-Menge nicht immer Kon-
vergenz gibt. Hier ist namlich

¢(0)=1, ¢(1)=0
d.h. es liegt ein Zyklus der Lange 2 vor. Es gibt also Startwerte, die gegen diesen Zyklus konver-
gieren. In Abbildung 2.6 ist die Julia-Menge weifs; rot bedeutet Konvergenz zum Zyklus {0,1},

beige Konvergenz zur Nullstelle o, grin Konvergenz zur Nullstelle 8 und blau Konvergenz zur
Nullstelle 3.
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F{x)=x"3-2%x+2

Abbildung 2.5: Plot von z3 — 2z + 2

Abbildung 2.6: Das Newton-Fraktal und Fatou-Menge zu 23 — 2z + 2 = 0 (Quelle: Wikipedia,
Author: Georg-Johann Lay).
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Kapitel 3
Polynome

Es bezeichne K[X] die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus K, wobei K = @, R oder
C der Korper der rationalen, reellen oder komplexen Zahlen sei.

Sei f = Y a, X" € K[X] ein Polynom. Fiir f # 0 existiert die Zahl
velN

deg(f) :== max{v | a, # 0}
Diese Zahl heifit der Grad von f. Weiter definieren wir

deg(0) := —o0

3.1 Euklidischer Algorithmus

Der Euklidische Algorithmus beruht auf der Division mit Rest:

Division mit Rest

Seien f,g € K[X] mit g # 0. Dann existieren ¢, € K[X] mit deg(r) < deg(g), sodass
f(X) =q(X) - g(X) +r(X)
Falls bei der Division mit Rest » = 0 ist, schreiben wir
glf
(,g teilt f). Der grofite gemeinsame Teiler ggT(f, g) ist ein Polynom d € K[X] mit:
1.d| fundd|g (d.h.d ist gemeinsamer Teiler)
2.e|funde|g = e|d (dh.dist maximal als gemeinsamer Teiler)
Beachte, dass der grofite gemeinsame Teiler nicht eindeutig bestimmt ist. Aber es gilt:

Lemma 3.1.1. Seien f,g # 0. Sind dy und dy griofite gemeinsame Teiler von f und g, so gilt:
d1 =C2 - d2

mit deg(cz) = 0.
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Beweis. Da dj,ds beide grofite gemeinsame Teiler sind, gilt:
dy|de und dy|d;

Dies bedeutet:
dzzcl-dl und d1202'd2
Da dy # 0 und ds # 0, folgt:
deg(dz) = deg(c1) + deg(di) und deg(di) = deg(cz) + deg(dz)
= deg(dp) = deg(c1) + deg(cz) + deg(da)
= 0 =deg(c1) + deg(c2)

Da deg(c1) und deg(c2) natiirliche Zahlen sind, folgt:

deg(c1) = deg(ca) =0

Der euklidische Algorithmus

»|The Euclidean Algorithm] is the granddaddy of all algorithms, because it is the oldest non-
trivial algorithm that has survived to the present day.“

(Donald Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 2: Seminumerical Algorithms, 2nd
edition (1981), p. 318.)

Algorithm 3.1.2 (Euklid). Eingabe: Polynome a,b € K[X]\ {0}.

Fuihre solange aus, bis sich ein Rest ryy1 = 0 ergibt:

a=qo-b+ro, deg(ro) < deg(b)
b=q 19+ 11, deg(r1) < deg(ro)
ro=qs-T1+ 79, deg(ry) < deg(ry)
TN-1=¢gN+1 TN (rv+1=0)

Ausgabe: ry.

Satz 3.1.3 (Euklid). Der euklidische Algorithmus terminiert. Der letzte Rest ry # 0 ist der
grofite gemeinsame Teiler von a und b.

Beweis. Die Folge deg(r,) € NU{—o0} ist echt absteigend. Also existiert ein kleinstes N, sodass
rye1 = 0. Dann ist d := ry # 0 der letzte Rest. Zeigen wir nun, dass ry die Eigenschaften des
ggT erfiillt.

e 7y | aund ry|b.

TN-1=(N+1'TN = TN|TN-1
TN-2 =(N TN-1+TN =TN|TrN-2
Aus jeder vorangehenden Gleichung in Algorithmus 3.1.2 folgt: rx | 7, fiir alle n. Insbe-

sondere gilt:
ry|a und 7y |b
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eclaunde|b = e|ry. Aus
ela=q-b+rp und e|b

folgt e | 7. Aus der néchsten Gleichung von Algorithmus 3.1.2 folgt dann e | r; usw. bis
schlielich e | rx folgt.

Dies zeigt die Behauptung. O

Gangz allgemein funktioniert der euklidische Algorithmus fiir so-genannte euklidische Ringe,
in denen es eine Division mit Rest gibt.

Beispiel 3.1.4. Der Ring 7. der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring. Die Rolle der Grad-
Funktion deg tbernimmt hier der Absolutbetrag |-|:

a=q-b+r, |r|<]|b

ist hier die Division mit Rest.

Bedeutung fiir Euklid

Euklid selbst verwendet seinen Algorithmus, um den Hauptsatz der Arithmetik (Satz 2.1.2) zu
zeigen. Uber den ganzen Zahlen formuliert er sich so: Jede Zahl n € Z\ {0} hat eine Darstellung

n=tpi-pr

mit eindeutig bestimmten Primzahlen p; bis auf die Reihenfolge der Faktoren.

3.2 Sturmsche Kette

Mochte man die Nullstellen eines Polynoms bestimmen, so kann man bei kleinem Grad die
Nullstellen durch Radikale ausdriicken, wodurch sie explizit gegeben sind. Ein Beispiel ist die
bekannte Losungsformel fiir die allgemeine quadratische Gleichung. Auch fiir Polynome dritten
und vierten Grades gibt es Losungsformeln (die Cardano-Formeln) fir deren Nullstellen. Ab
Grad fiinf gilt:

Satz 3.2.1 (Abel-Ruffini). Die allgemeine Polynom-Gleichung von Grad finf oder héher hat
keine Losung un Radikalen.

Dies bedeutet, dass die Nullstellen des allgemeinen Polynoms sich nicht durch Radikale
ausdriicken lassen. Also ist man fiir Polynome hoheren Grades auf numerische Methoden zu
deren Berechnung angewiesen.

In diesem Abschnitt gilt es, die Aufgabe zu l6sen, wieviele Nullstellen ein reelles Polynom
f € R[X] in einem vorgegebenen Intervall [a, b] hat.

Zunéchst ein paar allgemeine Aussagen fiir K = Q, R oder C:

Lemma 3.2.2. Sei f € K[X]\ {0}. Genau dann hat f(X) in { € K eine Nullstelle, wenn

(X=81|f

gilt.
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Beweis. =: Sei £ € K Nullstelle von f. Division mit Rest ergibt:
fF(X) = q(X)(X = &) +r(X)
mit deg(r) < 1. Es ist
0=f(&)=r()
Wegen deg(r) < 1 folgt » =0. Also (X —¢&) | f.

<: Gelte (X = &) | f, also
F(X) =q(X) - (X =§)
Dann ist f(£) = 0. O

Als Konsequenz ergibt sich, dass ein Polynom f € K[X]\ {0} hochstens deg(f) Nullstellen
in K hat.

Beweis. Sei £ € K Nullstelle von f. Aus

f=q¢-(X=9)
folgt:
deg(q) = deg(f) —1
und nach spatestens deg(f) Nullstellen ist Schluss. O

Fiir K = C ergibt sich, dass ein nichtkonstantes Polynom f eine Darstellung

f(X) :a-H(X—au), a,ap € C
I

hat.

Definition 3.2.3. Fin Polynom f € K[X] heifst quadratfrei, falls fir kein nichtkonstantes
Polynom g € K[X] gilt: ¢* | f.

Lemma 3.2.4. Quadratfreie Polynome haben nur einfache Nullstellen.

Beweis. Sei £ € K Nullstelle von f € K[X]. Dann gilt:
f=q-(X=¢)
mit ¢(§) # 0, da f quadratfrei ist. Es ist zu zeigen, dass f'(£) # 0. Es gilt:
f'=d - (X=8+q = [f(=a)#0

Jetzt kommen wir zur sturmschen Kette.

Definition 3.2.5. Sei f € R[X] ein Polynom. Dann heifit die Folge po := f, p1 := [, p2,..., DN
mit

f=a- [ —po, deg(p2) < deg(f’)

' =q2p2 — ps, deg(p3) < deg(p2)

P2 = q3 - D3 — P4, deg(psa) < deg(ps)
PN-1=qN - DN (pN+1=0)

eine sturmsche Kette zu f.
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Die sturmsche Kette geméafl Definition sind, bis auf das Vorzeichen, die Reste beim euklidi-
schen Algorithmus zur Berechnung von ggT(f, ).

Satz 3.2.6 (Sturm). Sei f € R[X]| quadratfrei und po, ...,pN eine sturmsche Kette zu f. Dann
ist fiir a < b die Anzahl der Nullstellen im Intervall (a,b] gleich

a(a) —o(b)
wobei o (&) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

po(&),---,pN(E)

set.
Bemerkung 3.2.7. Der Satz von Sturm gilt auch, wenn eine sturmsche Kette py, . ..,pNn durch
(3.1) Q0 POy - AN " PN

mit g, ...,an > 0 ersetzt wird. Die Folge (3.1) heifit ebenfalls eine sturmsche Kette zu f.
Mithilfe der o; kénnen auftretende Nenner in Briichen entfernt werden.

An einer sturmschen Kette kann erkannt werden, ob f quadratfrei ist, ob sich also die
Nullstellen in Intervallen zéhlen lassen:

Lemma 3.2.8. f € K[X] ist genau dann quadratfrei, wenn

geT(f, f)=1
gilt.

Beweis. =: Falls d(X) = ggT(f, f’) nicht konstant ist, so hat d(X) nach dem Hauptsatz der
Algebra (Satz 2.1.7) eine Nullstelle ¢ € C. Da d Teiler von f und [’ ist, folgt:

fE=r©=0
Also ist die Nullstelle € nicht einfach, folglich f nach Lemma 3.2.4 nicht quadratrei.
<: Sei ggT(f, f') =1.1Ist f = g?-q, so gilt:
f'=299'a+9°d =g (2¢'a+g9d)
Also gilt g | ggT(f, f') = 1, d.h. g ist konstant. Somit ist f quadratfrei. O

Was kann getan werden, wenn f nicht quadratfrei ist?

Satz 3.2.9. Sei f € K[X]\ {0}. Dann ist

g:= I
- gegT(f, f)

quadratfrei und hat dieselben Nullstellen wie f.
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Beweis. Sei
f=(X-¢"n

mit A(§) # 0. Dann ist
fle=k- (X =t (X-0F -1

Also (X —&)F 1| f und (X — €)F J f’, da sonst
(X = [ = (X =" W=k (X!
gilt, was nicht geht. Es folgt:
(X =" eeT(f.f) und (X —&)* [ ggT(f, ")

D.h. die Multiplizitit der Nullstelle € in ggT(f, f’) ist Eins weniger als in f. Also ist g quadratfrei
und hat dieselben Nullstellen wie f. O

Beispiel 3.2.10. Sei f(X) = X3 — 2X2. Wir méchten die reellen Nullstellen von f zihlen.
Sturms Methode ergibt die sturmsche Kette

f.f =3X?—4X,X

und wir sehen, dass ggT(f, f') = X ist, also f nicht quadratfrei ist. Also nehmen wir

, f
g

_ _ w2 _
St T

und erhalten die sturmsche Kette
979/ =2X — 27172 =1

Die folgende Vorzeichentabelle:

a>>0|—-a<<0
g + +
g | + -
D2 + +
o 0 2

ergibt
o(—a)—o(a) =2

als Anzahl der reellen Nullstellen von f (ohne Vielfachheiten).

3.3 Primzahlen, vollkommene und narzisstische Zahlen

In der Episode Homerun fiir die Liebe' erscheint im Baseball-Stadion, als Tabitha ihre Lie-
beserklarung an ihren Mann abgeben will, auf der Grofibildleinwand eine Aufforderung an das
Publikum, die Anzahl der Zuschauer zu schéitzen:

a) 8191
b) 8128

1Originaltitel: Marge and Homer Turn a Couple Play
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¢) 8208
d) No way to tell

Die erste Zahl ist eine Primzahl. Sie ist sogar eine Mersenne-Primzahl. Solche sind Prim-
zahlen der Form 2P — 1, wobei p selbst eine Primzahl ist. In der Tat ist

8191 =21 — 1

Mersenne-Primzahlen sind Rekordhalter: die zehn gréfiten von ihnen sind die grofiten Prim-
zahlen, die je entdeckt wurden. Die grofte bekannte Primzahl ist 274207281 _ 1, eine Mersenne-
Primzahl, die im Jahr 2016 entdeckt wurde.

Die zweite Zahl ist eine vollkommene Zahl, d.h. eine Zahl, die gleich der Summe ihrer echten
Teiler ist. Die kleinste vollkommene Zahl ist

6=1+2+3

Die néchste ist
28=142+44+7+14

Diese ist gefolgt von 496 und von 8128. Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele vollkommene
Zahlen gibt oder nicht. Auch bisher unbekannt ist, ob alle vollkommenen Zahlen gerade sind.

Die dritte Zahl ist eine narzisstische Zahl. Diese haben die Eigenschaft, dass die Summe
ihrer Ziffern, jeweils mit der Anzahl der Stellen potenziert, die Zahl selbst ergibt. In der Tat ist

8208 = 8' 4+ 2* + 0" + 8*
Es wurde bewiesen, dass es nur endlich viele narzisstische Zahlen gibt. Es sind 88 Stiick, und

die grofite ist
115132219018 763 992 565 095 597973 971 522 401
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Kapitel 4

Interpolation

Sei K = Q,R oder C. Seien n + 1 Paare (z;, fi) € K? und eine Funktion ®(z,ao,...,a,)
gegeben. Die Aufgabe besteht nun darin, die Parameter ay, ..., a, so zu wahlen, dass

(I)<$i7 ap, . - - 7an) - fz
ist.
Wir betrachten das lineare Interpolationsproblem:

Lineares Interpolationsproblem

Hier ist
®(z,a0,...,an) = ao - Po(z) + -+ a, - ®(x)

mit linear unabhéngigen Funktionen &g, ..., ®,.

4.1 Polynominterpolation

Hier besteht die Aufgabe darin, das Polynom P von Grad < n zu finden, welches an n + 1
verschiedenen Stellen a; die Werte f(a;) annimmt.

Der Raum, in dem gesucht wird, ist
K[X], := {Polynome vom Grad < n}

Es handelt sich dabei um ein lineares Interpolationsproblem: Lose das lineare Gleichungs-
system

Pai) = f(ou)
abhéingig von einer Basis b;(X) des Vektorraums K[X],,. Es ist

n

P(X) =Y pibi(X) = ®(X, po, .- -, pn)
i=0
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4.1.1 Standardbasis
Die Standardbasis fir K[X],, ist
L(X)=X' i=0,...,n

Beziiglich dieser hat das Polynom die iibliche Darstellung
n .
P(X)=> pX'
i=0

Das Interpolationsproblem fithrt auf das lineare Gleichungssystem

1 ag ... @\ [po f(ao)
1 o, ... OZZ Pn f(Oén)
=V (ao,...,atn)

Definition 4.1.1. Die Matriz V (o, ..., ay,) heif$t Vandermonde-Matrix.

Lemma 4.1.2. Die Vandermonde-Matrix ist genau dann reqular, wenn die o; paarweise ver-
schieden sind.

Beweisskizze. Es gilt:

det V(ag,...,an) = H (aj — ag)
0<j<k<n

Diese Determinante ist genau dann von Null verschieden, wenn die «; paarweise verschieden

sind. O

Als Konsequenz ergibt sich daraus:
Satz 4.1.3. Das Polynominterpolationsproblem ist eindeutig losbar.

Beweis. Es ist nach Lemma 4.1.2 fiir die Standardbasis von K[X],, eindeutig 16sbar. Somit ist
es auch fiir eine beliebige Basis bg(X), ..., b,(X) eindeutig lsbar. O

Bemerkung 4.1.4. Lemma 4.1.2 ist der Grund dafiir, dass beim Polynominterpolationsproblem
fiir n + 1 verschiedene Punkte verlangt wird, dass der Polynomgrad < n ist.

Beispiel 4.1.5. Durch 2 verschiedene Punkte in der euklidischen Ebene ist eine Gerade ein-
deutig bestimmt, aber Parabeln gibt es unendlich viele, welche durch diese Punkte verlaufen.

Die Methode, die sich bei der Polynominterpolation fiir die Standardbasis anbietet, ist der
GauB-Algorithmus. Dessen Komplexitiit ist jedoch mit O(n?) recht hoch.

4.1.2 Lagrange-Polynome

Die Lagrange-Polynome

erfiillen die Eigenschaft
1, 1=

Ui(oy) = 645 = {0 i

d;j ist das Kronecker-Delta. Die Lagrange-Polynome sind eine Basis von K[X],.

34



Beweis. Sei

B(X):=Y Bul,(X)=0
v=0

Dann ist

0= B(ay,) = Zﬁvéuu = Bu
v=0

Also sind die 4, ..., ¢, linear unabhingig. O

Die Losung des Interpolationsproblems ist gegeben durch:
n
P(X) =) fla)ti(X)
i=0

Beweis.

Die Koeffizienten p; sind also einfach die Funktionswerte:

pi = f(a;)

Ein Nachteil der Lagrange-Polynome ist, dass sie sich bei Hinzunahme einer weiteren Stiitz-
stelle a1 allesamt dndern.

Beispiel 4.1.6. Wir interpolieren mit Lagrange-Polynomen:

(4.1) f0)=3, f(1) =2, f3) =1, f(4) =0

und schdtzen damit den Wert f(2.5). Es ist

((X) =~ (X~ 1)(X ~3)(X —4)
(X)) = 1x(x —3)(x — 1)

6
(5(X) = —éX(X S )X — 4
Das Interpolationspolynom ist
P(X):3-£0+2-€1+1-€2+0~£3:%(—X3+6X2—17X+36)
und f(2.5) = P(2.5) = 1.28125. Das Polynom und die Werte sind in Abbildung 4.1 abgebildet.
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\ Y
h(x)=1/12% (—x"3+8xx"2-17%x+36)

+5

=(,..
-
]

-2 -1 1 2 3

Abbildung 4.1: Das Interpolationspolynom zu den Werten in (4.1).

4.1.3 Newton-Polynome

Seien ay, ..., a, € K paarweise verschieden. Die Newton-Polynome sind
i—1
Ni(X)=][[X -ax), i=0,...,n
k=0

Es ist fur ¢ > 0:

Daher fithrt der Ansatz

auf das lineare Gleichungssystem

1 0

1 (aq —ayp)
(42) L (a2 — ) (a2 —ap)(az — 1) P'o _ f((:)é[))

n—1 Pn f(an)

1 (ap — ap) s '1;[0 (an — ay)

denn es ist )
P(aj) =) piNi(ay)
=0



Da die Koeffizientenmatrix in (4.2) invertierbar ist, folgt dass die Newton-Polynome Ny(X) bis
N, (X) eine Basis von K[X],, sind.

Da die Koeffizientenmatrix eine obere Dreiecksmatrix ist, kann die Losung durch Vorwdrts-
substitution gefunden werden, indem mit der obersten Gleichung

po = f(ao)

begonnen wird, und diese in die zweite Gleichung eingesetzt wird:

f(ao) + (a1 — ag)p1 = f(a1)

Dies ist eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten, usw.

4.1.4 Interpolationsfehler

Eine typische Aufgabe ist es, eine stetige Funktion durch ein Interpolationspolynom zu appro-
ximieren. Grundlage hierfiir ist:

Satz 4.1.7 (Weierstral). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein Polynom
P(X) € R[X], sodass
If = Pllo := max{[f(t) = P(t)[ | t € [a,0]} <€
gilt.
Dies ergibt Interpolationsfehler. Hierbei gilt folgendes:

Satz 4.1.8. Sei f: [a,b] — R (n+1)-fach stetig differenzierbar. Dann existiert zu jedem t € [a, b]
ein & € Iy, sodass

Fr(e)
(n+1)!

gilt. Hierbei sei P(X) das Interpolationspolynom fir n+ 1 Stitzstellen o, . . . , Q.

f(t) = P(t) = - Not1(t)

Im Satz sei N,41(X) das (n 4 1)-te Newton-Polynom und I; das kleinste Intervall, das die
Stitzstellen ag, ..., a, und t € R enthalt.

Konsequenz. Es gilt die Fehlerabschdtzung

(n4D)||  m
10 - Pl < H’O [Tt~

wobet
[floo: Cla,b] = R, g+ max{|g(t)| |t € [a,b]}

die Maximum-Norm auf dem Vektorraum Cla,b] der stetigen Funktionen [a,b] — R sei.

Example 4.1.9. Sei f(X) = 5(—X3 4+ 6X? — 17X + 36). Wir mdchten diese Funktion in
(0,3),(1,2),(3,1) interpolieren. Das interpolierende Polynom ist

7 1
Py(X) =3 — X+ 6X2

Der Interpolationsfehler ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Er stimmt mit der Fehlerabschitzung
tberein, da f ein Polynom ist.
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F(x)= 1/12xabs(x)xabs{x—1)*abs(x—3)

T 8.35

/

—+8.25 |

\ ’.

A /
/ i f
805 \ f
SEp S \/
\|/ 8.26 | @.62 98" 1.3 1.7 2,86 2,42 2.78 \[3.14  »
y k¥l | 1 1 1

\V
T T T T T T T T T

8,85

Abbildung 4.2: Der Interpolationsfehler stimmt in diesem Beispiel mit der Fehlerabschatzung
iiberein.

4.1.5 Runges Phanomen

Da fiir Polynome P € R[X] gilt:
lim P(t) = o0

t—+oo

ist es zweckméfBig, nur Werte von Funktionen mit demselben Grenzverhalten zu interpolieren.
Andernfalls treten in Randnéhe, insbesondere bei dquidistanten Stiitzstellen, starke Oszillatio-
nen auf.

Runges Beispiel

Runge betrachtet

auf dem Intervall [—5, 5]. Siehe Abbildung 4.3.
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T T T T

=== Runge Funktion

=== |nterpolationspolynom
© Stutzstellen (n=5)

-0.2 1 | I I
5 0 1 2 3 4 5
2 T T
== Runge Funktion
=== |nterpolationspolynom
© Stitzstellen (n=10)
1.5H |
1
0.5
0‘ \./
-0.5 1 I I !
5 0 1 2 3 4 5

Abbildung 4.3: Interpolation von f mit 5 bzw. 10 dquidistanten Stiitzstellen (Quelle: Wikipedia,
Autor: Mértin Pieper).

4.2 Spline-Interpolation

Eine Straklatte (engl. spline) ist eine elastische Latte (s. Abbildung 4.4). Sie wird im Schiffsbau

verwendet fiir Linien ohne plotzliche Anderung des Kriimmungsradius.
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Abbildung 4.4: Eine Straklatte (Quelle: Wikipedia)

4.2.1 Streckenzug

Fiir reelle Stiitzstellen zg < - -+ < x,, und Werte f(xg), ..., f(z,) gibt es die Knotenbasis ¢;(x),
bei der stiickweise linear interpoliert wird geméaf Abbildung 4.5, sodass

Gi(z5) = 0y
y
) ¢i(X)
wizl 111 $¢'+1 €z

Abbildung 4.5: Eine Knotenbasisfunktion.

Die interpolierende Funktion ist

4.2.2 Spline-Raume

Gegeben sei das Intervall [a, b] mit Stiitzstellen
a=zo<x1 < < Tp_1<xTp=">0
Dies fiihrt zur Zerlegung von [a, b]

Z:={L =[zi—1,x] |i=1,...,n}
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Die Feinheit der Zerlegung Z ist
hy =max{z; —z;—1 |i=1,...,n}
Dies fiihrt auf den Spline-Raum fiir Z:
S¥a,b] := {P € C"[a,b]: P|;, € R[X]p, i = 1,...,n}

wobei
C"[a,b] = {f: [a,b] = R | f ist r-fach stetig differenzierbar}

und P|;, die Einschrankung von P auf I; ist:
P|[i:[i—>IR, ti—>P(t)
Bemerkung 4.2.1. Der Spline-Raum S(Zk’r) ist ein Vektorraum.

Interpolationsfehler

Sei ¢; ein interpolierendes Polynom auf I;. Aus Abschnitt 4.1.4 erinnern wir uns, dass

r—i—l
) — 4] < ”f °°Hrt—

gilt, wobei g = xi—1,...,ap = ; € I; = [x;_1, x;] weitere Stiitzstellen sind. Wegen
|t — o] < |@; — @im1| < by

folgt:

[ -
£ = PO < e - n
Wir haben also:

Satz 4.2.2. Der Interpolationsfehler bei Interpolation von f mit P € Sgc’r) ist durch

Dl

1(0) = P < e -t

gegeben.

Beispiel 4.2.3. Bei Interpolation mit einem Streckenzug haben wir
Pe SS’O)
Also gilt fiir den Interpolationsfehler

1f(t) = PO < [|F]| . - b2
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4.2.3 Kubische Splines
Ein Spline P € 523’2) heifit kubischer Spline.

Satz 4.2.4. Der interpolierende kubische Spline P existiert und ist durch die zusdtzliche Vorgabe
von P"(a) und P"(b) eindeutig bestimmi.

Beweis. Existenz. Jedes Polynom ¢;(X) = P|;, hat 4 Koeffizienten. Das macht zusammen 4n
Parameter. In diesen gibt es

e 2n lineare Gleichungen q¢;(x;) = f(x;), qir1(xi) = f(x;)

e n — 1 lineare Gleichungen fiir P’ stetig

e n — 1 lineare Gleichungne fiir P” stetig

e 2 lineare Zusatzgleichungen durch Vorgabe von P”(a), P"(b)

Also sind dies 4n lineare Gleichungen in 4n Unbekannten. D.h. im Falle der Eindeutigkeit ist
das Gleichungssystem auch losbar.

Eindeutigkeit. Seien P,(Q € S§3,2) [a, b] mit denselben zusétzlichen Vorgaben. Dann ist
(4.3) si=P-Qe{we C?la,b] | w(z;) =0, i=0,...,n} =N

Genauer ist s € N N S(Z3’2) [a,b]. Flir w € N beliebig gilt:

b
(4.4) /s”(m)w"(a:) dx =0

denn:
b n  Titl n Tif1
/s”(m)w”(x) dx = s"(z)w" (x) dow = s"(z)w' () ;’:“ " (z)w'(z) dz
a =0 x =0 zi
n Tit1
=> S (@) = @w) |+ | (@) w(z) de
=0 4 zi -0
=s"(b)w'(b) — s"(a) w'(a) =0
=0 =0
Mit w = s folgt fiir die Krimmung
b
" 2 o
/ |s"(x)|"dz =0
Also ist s linear. Da aber s € N, folgt: s = 0. Also ist P = Q. O

Definition 4.2.5. Der kubische Spline P mit P"(a) = P”(b) = 0 heifst natiirlich.
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Bemerkung 4.2.6. Der natiirliche kubische Spline minimiert die Gesamtkrimmung

/byf”(x)|2dx

unter den interpolierenden Funktionen f € C*[a,b].

Beweis. Sei P € 5(23’2). Dann ist w := f — P € N (wie in (4.3) definiert), und es gilt:

b

b
/!f”(:c)}zda: = / |P"(z) +w"(a:)‘2daj

a

b b b
:/‘P”(x)‘Qda:—f—2/P”(x)w”(:z)dx+/}w"(az)’de
a a a
=0 >0

b
(Das mittlere Integral verschwindet nach (4.4)). Also ist [ |P” ()|* dz minimal.
a

Berechnung der natiirlichen kubischen Splines

Wir stellen die 4n linearen Gleichungen auf. Es sei

qi(X) = ag) + agi)(X —xi) + ag)(X —x;)? + aéi)(X —2;)3, i=1,...,n
Die Bedingung g;(z;) = f(z;) fithrt auf:
(4.5) al! = fz;), i=1,....n
Mit h; == z;-1 — x; wird

qi(zi—1) = aéi) + agi) h; + ag)h? + a:(;)h?

Dann fiihrt die Bedingung ¢;(z;—1) = f(z;—1) auf:
(4.6) F@io1) = f) = ahi+ 82 +aP03, i=1,...,n
Die Bedingung ¢ (zo) = ¢//(xy,) = 0 fithrt auf:
(4.7) al +3a"n =0, al” =0
Die Bedingung ¢;(x;) = ¢j,,(w;) fithrt auf:
(4.8) o\’ = al™ 424l Vn 43052 i=1,...n—1

Schliefllich fiihrt die Bedingung ¢j' (z;) = ¢;,; (z;) auf:

(4.9) ol =al™ £330 h g, i=1,... n—1
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(4.5) bis (4.9) vereinfacht sich zu

hiag*l) +2(hi + hi+1)a§i) N hiHagH) _3 (f(chZ) — flzi)  f(@) —hf($i1)> ’
i+1 7

mit ¢ =1,...,n— 1. Dies ist ein lineares Gleichungssystem, dessen Koeffizientenmatrix folgende
Geststalt hat:

2(h1 + ho) ha 0
ho 2(h2 -+ hg) hs
A= h
hn—2 Q(hn—Q + hn—l) hn—l
0 hn—1 2(hn—1 + hn)

Diese ist regulér, wie wir aus der Eindeutigkeit wissen.
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Kapitel 5

Numerische Lineare Algebra

5.1 Die Potenzmethode zur Bestimmung von Eigenvektoren am
Beispiel von PageRank

Beim PageRank von Google lernen wir einerseits wichtige Eigenschaften stochastischer Matrizen
kennen, andererseits lernen wir die Potenzmethode zur Berechnung von Eigenvektoren kennen.

Die Idee hinter dem PageRank ist, dass die Wichtigkeit einer Webseite von der Zahl der
Seiten bestimmt ist, die auf diese verweisen und deren Wichtigkeiten.

Die Seite P; habe ¢; Links auf andere Seiten. Gibt es einen Verweis auf die Seite P; (wir
schreiben dies hier als P; — P;), so erhélt P; von P; e%- seiner Wichtigkeit. Der Wichtigkeitsrang
von P; ist die Summe aller Beitrige von Seiten, die auf P; verweisen:

1(5)

(5.1) I(P)= > 7

P]'HPZ'
Um (5.1) besser zu verstehen, betrachten wir die Hyperlinkmatric H = (H;;) mit

1 . )
w-{p o

sonst

Diese hat die Eigenschaften:
e Alle Eintrage sind nicht negativ.
e Die Spaltensumme ist stets 1 oder 0.

Definition 5.1.1. FEine stochastische Matrix ist eine quadratische Matriz mit nicht negativen
reellen Fintragen, und deren Spaltensumme stets 1 ist.

Mit dem Vektor I = (I(P;)) schreibt sich (5.1) als:
I=H-1

D.h. I ist Figenvektor von H zum Figenwert 1. So etwas nennt man einen stationdren Vektor
von H.
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Abbildung 5.1: Ein Mini-Internet.

Beispiel 5.1.2. Der Graph in Abbildung 5.1 hat Hyperlinkmatriz

000O0O0O0TZ 0
1 1 1
04 10000
$000000O0O
g_|0 1000000
= 1 1 1
003 2001%10
0003 %00 3
000000 3
1 1
0000421110
Ein stationdrer Vektor ist

0.0600

0.0675

0.0300

;_ | 00675

~ 1 0.0975

0.2025

0.1800

0.2950

Der wichtigste Knoten ist also 8.

5.1.1 Die Potenzmethode

Zur Berechnung des stationaren Vektors I der Hyperlinkmatrix H des Internets sei gesagt:
e H hat ca. 25 Mrd. Zeilen und Spalten.
e Die meisten Eintrage von H sind Null.
e Im Durchschnitt gibt es ca. 10 Eintrdge pro Spalte.

Deshalb ist eine moglichst schnelle Methode zur Berechnung von I interessant. Diese ist die
Potenzmethode:

e Startvektor 19 # 0.
o [Fl:=H. .

Das Prinzip lautet I¥ — I fiir k — oo.
Im Beispiel 5.1.2 ist bereits 150 = .
Es ergeben sich die Fragen:

o Konvergiert I* stets?
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e [st der Limes-Vektor unabhingig vom Startvektor?
e Enthalten die Wichtigkeitsrange die gewiinschte Information?

Die Antworten sind dreimal: Nein.

Der Ausweg ist eine Modifikation der Hyperlinkmatrix.

Beispiel 5.1.3. Gegeben sei der Graph 1 — 2. Dessen Hyperlinkmatriz ist
0 0
#=(10)

Fiir den Startvektor 19 = (1) ist It = (1) und I? = I = (8) Der tiefere Grund hierfir ist,

dass Knoten 2 keine Links hat. Solch ein Knoten heifst anhdngender Knoten.

Interpretieren wir den PageRank I(F;) als Anteil der Zeit, die ein zufélliger Surfer auf einer
Seite verbringt, so konnen wir verlangen, dass die Spaltensumme von I gleich Eins sein soll. Bei
einem anhéngenden Knoten soll der Surfer einfach mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf irgendeine
Seite springen.

Beispiel 5.1.4. Gegeben sei wieder der Graph 1 — 2. Dann springt der zufdllige Surfer gemdyfs
Matrix
0
5= (
1

1
3
2

NI N
SN—

FEin stationdrer Vektor hiervon ist I = . Der Knoten 2 ist nun doppelt so wichtig wie
3
Knoten 1, was auch der Intuition entspricht.

Wir ersetzen die Hyperlinkmatrix H nun durch

S=H+A
1
n
wobei A zu jedem Knoten ohne Links die Spalte | : | und sonst Nullen hat.
1
n

Ein Figenwert einer quadratischen Matrix S ist eine Zahl A, fiir die es einen Vektor v # 0
gibt, sodass

(5.2) S-v=A-v

Der Vektor v heiit Figenvektor von S zum Eigenwert A. Die Menge aller Vektoren, die (5.2)
erfiillen, bildet einen Vektorraum und heifit Figenraum von S zum Eigenwert .

Fiir eine stochastische Matrix ist 1 der betragsgrofite Eigenwert.
Wir nehmen nun an, dass fiir die Eigenwerte A\; der n x n-Matrix S gilt:

L=MX >N >3] > > |\
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Weiter nehmen wir an, dass es eine Basis v; des R" aus Eigenvektoren von S gibt. Dann ist

I = civy 4 cova + - - + cvn
I' = S1° = c1u1 + cadova + - - + Cndntn
I?=SI'= c1v1 + 62)\31}2 + -+ Cn)\gﬂfn

" = Srk-1 = vy + 62)\’2“1)2 + -+ cn)\f;vn
Da )\é? — 0 flir £ — oo und j > 2, folgt:
(5.3) I¥ - I =cv;, ein stationirer Vektor (k — oo)
Ist |A2| sehr klein, so ist die Konvergenz (5.3) sehr schnell.

Allerdings gilt nicht immer 1 = A\; > |Ag].
1
N
2 / )
NS
3——14

Abbildung 5.2: Ein zyklisches Internet.

Beispiel 5.1.5. Im Graph in Abbildung 5.2 ist

00001
100 00
S=101 0 0 0
00100
00010

Hier ist, mit I° = , I° =10, d.h. I* konvergiert nicht. Der Grund ist, dass |\o| = 1 ist.

OO O O

Definition 5.1.6. Die Matriz S heifst primitiv, wenn fir ein m S™ nur positive Eintrdge hat.

Die Bedeutung von S primitiv ist, dass zu je zwei Seiten A, B es eine Folge von Links
A — .-+ — B gibt.

Definition 5.1.7. FEin Graph, fiir den zu je zwei Knoten A, B ein gerichteter Weg A — --- - B
existiert, heifst stark zusammenhéngend.
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| / 3 / 5 \ ]7
2 4 6 8
Abbildung 5.3: Ein Netz im Netz: in {5,6,7,8} kommt man hinein, aber nicht wieder heraus.

Beispiel 5.1.8. FEin stationdrer Vektor zu Abbildung 5.3 ist

o O O

0
0.12
0.24
0.24

0.4

Hier sind die Nulleintrage problematisch. Der Grund dafir ist, dass ein Netz im Netz existiert:
in die Knotenmenge {5,6,7,8} kommt man iber Links hinein, aber nicht wieder heraus. Die
zugehorige Matrix ist

n

Il
O O O O oONRN-O
SO O O O, O O o
O O OO ONEO
O O wrwE O O wk O
WrRw~Rw~ O O O O O
_ o O OO0 o OO
= O OO O O O
O NN O O O OO

Diese Matrixz ist reduzibel.

Definition 5.1.9. Fine quadratische Matriz S heifit reduzibel, wenn sie nach geeigneter Per-
mutation von Zeilen und Spalten die Gestalt

=29

Lemma 5.1.10. Ist S irreduzibel, so existiert ein stationdarer Vektor mit lauter positiven Fin-
tragen.

hat. Andernfalls heif$t S irreduzibel.

Ersetzt man in S alle von Null verschiedenen Eintrige durch Eins, so erhélt man die Adja-
zenzmatrix des Netzes.

Lemma 5.1.11. Genau dann ist ein Graph stark zusammenhdngend, wenn seine Adjazenzma-
triz irreduzibel ist.

Lemma 5.1.12. Eine primitive Matriz ist irreduzibel.

Der Satz von Perron-Frobenius liefert nun, was wir brauchen:
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Satz 5.1.13 (Perron-Frobenius). Sei S eine primitive stochastische Matriz. Dann gilt:
1. 1 ist Eigenwert von S von Multiplizitdt 1 (d.h. der Eigenraum zu 1 ist eindimensional).
2. 1 ist betragsgrofiter Eigenwert von S, alle anderen Figenwerte haben kleineren Betrag.

3. Die Eigenvektoren zum FEigenwert 1 haben nur positive oder nur negative Fintrage. Ins-
besondere existiert ein Figenvektor zum Eigenwert 1, bei dem die Summe aller Fintrdge
gleich Fins ist.

Endgiiltige Modifikation

Die endgiiltige Modifikation geschieht mit einem Parameter « € (0,1). Mit Wahrscheinlichkeit
a folgt ein zufélliger Surfer der Matrix S und mit Wahrscheinlichkeit 1 — a geht er/sie auf
irgendeine Seite.

Sei

Dann ist die Google-Matrix

G:aS—i-(l—a)%]l
Zuweilen wird a auch Dampfungskonstante genannt.
Bemerkung 5.1.14. Die Google-Matriz G ist stochastisch und primitiv.

Konsequenz. G hat einen stationdren Vektor mit positiven Fintrdgen, der mit der Potenzme-
thode gefunden werden kann.

«a = 1 liefert das originale Netz, und bei & = 0 haben wir den vollstdndigen Graph: jeder
Knoten ist gleich wahrscheinlich. Fiir die Netzstruktur ist also o nahe 1 zu bevorzugen.

Bemerkung 5.1.15. Fir den zweiten Eigenwert Ao von G gilt:
[Ao| =
Dies bedeutet, dass « nicht zu nahe an 1 sein darf. Sergey Brin und Larry Page wéahlen
a = 0.85.
Anwendung auf das Internet

Die Google-Matrix hat die Struktur

1l -«

G=oaH +aA+ 1

Bei der Potenzmethode ist

1 _
GI* = aHI* + aAI* + ——2

n

17"

Bei den drei Summanden ist zu bemerken, dass H diinn besetzt ist, und bei A und 1 alle Zeilen
identisch sind. Zur Berechnung der letzten beiden Summanden, sind die Wichtigkeitsrange der
anhangenden Knoten bzw. aller Knoten zu addieren. Dies muss nur einmal gemacht werden.

Angeblich benétigt es 50-100 Iterationen, um I hinreichend gut zu approximieren, was ein
paar Tage bendtigt. Gertichteweise wird der PageRank I etwa jeden Monat aktualisiert.
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5.1.2 Etwas Topologie

,Mmm. . .donuts.“
H. Simpson

Inspiriert durch den Internetgraph des vorigen Abschnitts halten wir fest, dass die Graphen-
theorie als Teilgebiet der Topologie angesehen werden kann. Die Topologie beschéftigt sich mit
FEigenschaften von Raumen, die unverandert bleiben unter stetigen Verformungen wie Dehnen
und Biegen, aber nicht z.B. Auseindanderreiflen. Ziel dieses Abschnittes ist es, Homers letzte
Zeile auf der Tafel in The Wizard of Evergreen Terrace zu verstehen (s. Abschnitt 1.6). Diese
Zeile ist in Abbildung 5.4 nachgebildet.

OadCindctdd

Abbildung 5.4: Anknabbern (gefolgt von einer topologischen Deformation) ist eine bei Homer
Simpson erlaubte topologische Transformation, um einen Donut in eine Sphére zu verwandeln.

Zunachst zuriick zu den Graphen. Ein Graph besteht aus Knoten, von denen einige mit
einigen anderen jeweils durch Kanten verbunden sind. Zwischen einem Knotenpaar gibt es
hochstens eine Kante. Sei by die Anzahl der Zusammenhangskomponenten und b; die Anzahl
der ,,Locher”, dann gibt es eine Beziehung zu der Anzahl V' an Knoten und der Anzahl E an
Kanten:

Lemma 5.1.16. Fir endliche Graphen gilt:
V—-E=0b—0b

Beweis. Sowohl die rechte als auch die linke Seite &ndert sich nicht, wenn eine Kante kon-
trahiert wird: dabei wird eine Kante mit zwei verschiedenen Endknoten durch einen Knoten
ersetzt. Fihrt man solange Kantenkontraktionen durch bis nur noch Kanten tibrigbleiben, die
jeweils einen einzigen Endknoten haben, so ist jede Zusammenhangskomponente ein einpunkti-
ger Graph. Kanten sehen dabei aus wie ,,Bliitenblatter”. Jeder Kante entspricht genau ein Loch
und umgekehrt. Daher ist dann V' = by und E = b1, und die Gleichung stimmt. O

Die rechte Seite der Gleichung in Lemma 5.1.16 heifit Fuler-Charakteristik, und b; heif3t i-te
Bettizahl.

Bettizahlen gibt es auch in héherer Dimension: by ist die Anzahl der Hohlkorper einer ge-
schlossenen orientierbaren Fldche (oder auch in héherer Dimension). Orientierbar heifit dabei,
dass die Flache zwei verschiedene Seiten hat: ein ,,Innen* und ein ,,Auflen“. Die Bettizahlen sind
topologische Invarianten, in dem Sinn, dass sie sich unter stetigen Verformungen nicht &ndern.
Man spricht dabei von einem Homdomorphismus, wenn es eine stetige Verformung zwischen den
beiden Objekten gibt. So ist beispielsweise ein Quadrat homéomorph zu einem Kreis oder eine
Kaffeetasse homoomorph zu einem Torus (fiir Homer Simpson: einem Donut).

Bei einer Sphére ist die erste Bettizahl gleich Null, es gibt kein ,,Loch* oder ,, Tunnel®. Bei
einem Donut ist die erste Bettizahl gleich Zwei, denn einerseits gibt es das dussere Loch in der
Mitte und andererseits den Tunnel im Innern. Bei einer Sphére mit g Henkeln ist by = 2¢g, denn
jeder Henkel liefert einen Beitrag von 2: einmal ein dusseres Loch und einmal ein innerer Tunnel.

Fiir geschlossene orientierbare Flachen gibt es folgende Klassifikation:
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Satz 5.1.17. Jede geschlossene orientierbare Flache gibt es ein g > 0, sodass sie homéomorph
zu einer Sphdare mit g Henkeln ist.

Die Zahl g heifit das Geschlecht der Flache. Da auch das Geschlecht eine topologische Inva-
riante ist, folgt:

Konsequenz. Ein Donut und eine Sphdre sind nicht homédomorph.

Beweis. Ein Donut hat Geschlecht 1, wihrend eine Sphére Geschlecht 0 hat. Da das Ge-
schlecht sich unter einem Homoomorphismus nicht éndert, konnen daher Donut und Sphére
nicht homoéomorph sein. O

Da Homer Simpson Donuts sehr liebt, erlaubt er nicht nur stetige Verformungen, sondern
auch eine Transformation namens ,,Anknabbern“. Dadurch kann er einen Donut in eine Sphére
verwandeln. Es bietet sich dazu der Ausdruck ,, Homeromorphismus* an.

Satz 5.1.18 (Homer Simpson, 1998). Donut und Sphdare sind ,homeromorph*.

Beweis. Transformiere den Donut durch Anknabbern solange, bis er homéomorph zum dritten
Objekt von links in Abbildung 5.4 ist. Fiihre anschlieflend eine stetige Verformung durch. O

Es gibt auch nicht-orientierbare Flichen. In der Episode Mobius Dick der Zeichentrick-
Sitcom Futurama® fliegt das Raumschiff Planet Express durch den Bermuda- Tetraeder. Ahnlich
wie beim Bermuda-Dreieck auf der Erde finden sich dort haufenweise verschollene Raumschif-
fe. Dort erscheint ein vierdimensionaler Wal. Eine Anspielung auf diesen ist der Titel dieser
Episode. Weiter spielt ,,Mobius“ auf das Médbiusband an, einer nicht-orientierbaren Flache, die
folgendermaflen konstruiert werden kann:

Bei einem (schmalen) Rechteck werden die beiden kurzen Seiten nach einem halben Twist
identifiziert. Das Ergebnis kann in Abbildung 5.5 betrachtet werden.

Abbildung 5.5: Ein Mobiusband aus Papier (Quelle: Wikipedia, Autor: David Benbennick).

Startet man im Innern der Flache von einem Punkt aus und lduft parallel zum Rand, so
erreicht man nach einem Umlauf den Ausgangspunkt, aber auf der anderen ,,Seite“. Nach einem
zweiten Umlauf ist man wieder am Ausgangspunkt auf der ,,urspriinglichen“ Seite angekommen.
Dies zeigt, dass die Flache nur eine Seite hat: sie ist daher nicht orientierbar.

Was fiir eine Fléache ergibt sich, wenn man ein M&biusband parallel zum Rand aufschlitzt?

Lerschaffen von Matt Groening, dem Erfinder der Simpsons
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5.1.3 Alexandroff-Topologien
Definition 5.1.19. Sei R C X x X eine Relation. R heifst reflexiv, wenn fiir alle x € X gilt:
(x,z) € R
R heifit transitiv, wenn fir alle x,y,z € X gilt:
(r,y) € Rund (y,z2) € R = (z,2) € R

Gerne schreiben wir auch
xRy
statt (x,y) € R.
Pavel Alexandroff (1896-1982) entdeckte, dass eine reflexive und transitive Relation R auf
einer Menge X eine Topologie definiert, bei der jeder Punkt x € X eine minimale Umgebung

Ur) ={y € X [ (z,y) € R}

hat. Interessant ist der Fall einer partiellen Ordnung < auf X. Dies ist eine reflexive und
transitive Relation, die zusatzlich noch antisymmetrisch ist:

r<yundy<z = zr=y
fiir alle z,y € X. Der zugehorige topologische Raum heifit Ty-Raum.
Definition 5.1.20. Sei R C X x X eine Relation. Dann ist
R ={(z,z) € X x X}

R?>=RoR={(z,2) € X x X | es existiert y € X, sodass (x,y) € R und (y,z) € R}
R"™'=R'oR

Die Relation

R = URn

nelN

heifit die reflexive und transitive Hiille von R.

Beispiel 5.1.21. In der Geoinformatik gibt es die Relation ist-berandet-von, bei der z.B. ein
Raum in einem Gebdude von einer Wand berandet ist, diese von einer Kante und diese wiederum
von einer Ecke berandet ist. Die sogenannte Inzidenztopologie ist die reflexive und transitive
Hiille von ist-berandet-von. Diese definiert einen Ty-Raum, dessen Punkte die Volumenkdrper,
Flichen, Liniensegmente und Punkte sind, die als Gebdudeteile aufgefasst werden.

Beispiel 5.1.22. Fin weiteres Beispiel ist die Relation
=< = 1ist-Voraussetzung-zur- Erlangung-von
auf der Menge

M = {Gebet, Erleuchtung des Verstandes, Aufmerksamkeit, Selbstbeobachtung, Selbsterkenntnis,
Reue, Demut, Gnade Gottes}
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Dabei meint Gnade: Gabe bzw. unverdientes Geschenk. Es gilt:

Gebet < Erleuchtung des Verstandes = Aufmerksamkeit < Selbstbeobachtung
< Selbsterkenntnis < Reue < Demut = Gnade Gottes

Auflerdem ist die Relation < eine partielle Ordnung. Dieser Spezialfall heifit totale Ordnung.
Dies hat zur Folge, dass wenn bei einem Menschen ein Element der Menge M fehlt, dann ruht
auf diesem die Gnade Gottes nicht:

Denn wenn jemand das ganze Gesetz halt und siundigt gegen ein einziges Gebot,

der ist am ganzen Gesetz schuldig. Jak 2, 10

Insbesondere gibt es ohne Demut keine Gnade Gottes! Es ist allerdings < nicht die einzig mogli-
che Topologie auf M. Diese ist eher als eine Anleitung zur Erlangung géttlicher Gnade zu lesen.
Was allerdings auf jeden Fall gilt, ist

Demut < Gnade Gottes
Reue < Gnade Gottes

Die restlichen Elemente von M dienen der Erlangung von Demut und Reue. Beispiele sind das
Gleichnis vom Zollner und dem Pharisder, sowie die beiden mit Jesus gekreuzigten Rauber. Wei-
ter schreibt der Heilige Johannes Klimakos in seiner Leiter gottlichen Aufstiegs und geistiger
Vervollkommnung:

Aus einigen zogen sich die Leidenschaften zuriick, nicht nur Gldubigen,
sondern auch Ungliubigen, mit Ausnahme von einer [dem Stolz]. Diese

als einzige blieb, um die Stelle aller anderen einzunehmen, da sie die

erste unter den Ubeln ist und derartiges Unheil anrichtet, dass sie sogar
aus dem Himmel stiirzen ldsst.

(26.1, 39)

Denn erst wenn wir demiitig sind, dhneln wir Gott:

Nehmet auf euch mein Joch und lernet von mir; denn ich bin sanftmiitig

und von Herzen demditig; so werdet ihr Ruhe finden fir eure Seelen. (Mt 11, 29)
5.2 Eine Gleichung in einer Variablen
Die Aufgabe in diesem Abschnitt lautet: Lose die Gleichung

a-X=5b

mit gegebenen a, b.

Beispiel 5.2.1. Uber K = Q oder R kann a=' z.B. mit der Newton-Raphson-Division (s.
Abschnitt 2.4.1) berechnet werden. Dann ist X = a~' - b.
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Beispiel 5.2.2. Lése
2-X=1 mod3

Lésung: X =2 mod 3, denn:
2-2=4=1 mod 3

und fir X =0 oder 1 mod 3 gilt:
2-X#1 mod3

Wir sind also durch Ausprobieren auf die Lésung gekommen. Geht dies auch effizienter?

Antwort. Berechne
1=ggT(2,3)=x-2+y-3

Dann st
z-2=1 mod 3

4B.x=2 y=—1 tun es.

Satz 5.2.3. Der grifite gemeinsame Teiler d = ggT(a,b) von a,b € Z hat eine lineare Darstel-
lung
d=z-a+y-b

mit x,y € Z.

Konsequenz. Sind a und n teilerfremd, so ist die Kongruenz
a-X=b modn

eindeutig losbar.

Beweis des Satzes. Der euklidische Algorithmus liefert

a=b-qg+r, |rl<|b
b=r-q+r1, |rm|<]|r|

Tn—2 = Tn—1"qn—2 1+ Tn, ‘Tn’ < |Tn—1’
und r, = d. Dies ergibt:

r=a—>b-q
rm=b—r-qg=b—(a—=b-q)-q1=b-(1+qq)—a-q

"Tm—1 =Tn—-3 — Th—-2" " Gn-3
d="7Tp_2—"Tp_1- dn—2

:rn—Q_(rn—3_rn—2'Qn—3)'qn—2:"':a‘x—i-b‘y

g

=rp—2:(... )+rn—3-qn-2

Die Methode im Beweis von Satz 5.2.3 heifit erweiterter euklidischer Algorithmus.
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Konsequenz. Ist p eine Primzahl, so ist jede Gleichung
a-X=b modp
mit a Z0 mod p eindeutig losbar.

Insbesondere hat jedes a %2 0 mod p ein multiplikatives Inverses modulo p. Dies bedeutet,
dass

F,:={0,...,p—1}

ein Korper ist, wenn Addition und Multiplikation modulo p genommen wird. Hierin gibt es
dann die Euklid-Division.

5.3 Gauf3-Algorithmus

Die n X n-Matrizen
K™= {A = (a) | aij € K}

mit Eintragen aus einem Korper K bilden mit der Addition und Matrixmultiplikation einen Ring
mit Eins, der fiir n > 2 nichtkommutativ ist. Dies bedeutet, dass die iiblichen Rechengesetze
fiir + und - gelten? mit den Ausnahmen, dass nicht jede von Null verschiedene n x n-Matrix
invertierbar ist, und dass in der Regel A- B # B - A gilt. Z.B. fiir n = 2:

0 1 1 1y /01 ” 1 1y /11 0 1
1 0 0 1/ \1 1 1 0/ \0 1 10
Elementarmatrizen

Sei

mit
€Y =
pa 0 sonst

Diese Matrix heifit Elementarmatriz und hat eine 1 in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, sonst 0.
Es gilt:
Eif? j =k

Eij - Eie = {0 sonst

Beweis. Ejj - Eypp = (Vrs) mit

" ” 1, (r,s)=1(i,f) und j=k

_ Kkl i kO ) ) 5

o= 3 ekt = €l et {
7 0 sonst

2Die Rolle der Null spielt die Nullmatrix, die Rolle der Eins die Einheitsmatrix.
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Aus Elementarmatrizen kann man durch Linearkombination andere Matrizen bauen, z.B.:

n
I:= Z E;; (Einheitsmatrix)
i=1
n
Diag(aq,...,ap) = Z a; E;; (Diagonalmatrix)
i=1

Ml(a) =1+ (a — 1) . Eii
Aij<a> =1+ OzEZ‘j (Z % ])
V;j =1—FE; — Ejj + Eij + Eji

(Multiplikationsmatrix)
(Additionsmatrix)

(Vertauschungsmatrix)

Die Bedeutung der letzten drei Matrizen wird durch die nachfolgenden Beispiele in K4*% Klar.

Beispiel 5.3.1.

1

:I—I—(a— 1)E11

Multiplikation von links und von rechts an eine beliebige 4 X 4-Matriz ergibt:

a2 o3 oy a-ap] -l a-a13 ooy
Y a1 Qo a3 oo4 | | ao Q22 23 24
) - —
Q31 Q32 033 Q3 as1 Q32 @33 Q34
Q41 Q42 043 Oy a1 Q42 Q43 Q44
ajr 12 03 oy a-a1] g2 Q13 oy
Qg1 Qo2 Qo3 Qo | arar azx azz ax
'Ml(Oé)—
Q31 Q32 Q33 Q34 a-a31 (32 Q33 (34
Q41 Q42 43 gy Q041 4y 43 Quy
Beispiel 5.3.2.
1
1 B
Ag3(B) = 1 =1+ p-Ex
1
a1 Qr2 03 Qg
A Qg1 Qo3 (3 Qg
23
3] 32 033 Q34
Q41 Q42 043 Oy
11 @12 13 Q14
a2+ Braz an+frazy axst+Brazz ag+[-as
a3y a3 Q33 Q34
41 Q49 43 Q44
ajr 12 03 ooy app oz a3+ fB-ap o
21 Qg2 gy Oou |y gy |02 022 a3+ B -az
31 Q32 (33 Q34 azr a3z azz+fB-azy azy
Q41 Qg2 043 Qyy aq1 g2 oy3+Bror ouy
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Beispiel 5.3.3.

1
1
Vou = 1 =1 — FEy — Egq + Foy + Eyo
1
o1 o2 a3 Qg a1l 12 13 Qg
Voy- | @20 @22 Q23 aoaa| _ |aa oup Qug au
Q31 32 (33 Q34 31 32 (33 Q34
41 g2 043 iy Qo1 (rp2 (23 4
a1 Q12 o3 a4 a1l o4 Q13 02
Q21 gy Qo3 Goa | Q21 Qa4 Qo3 (o
31 Q32 033 Q34 31 i34 Q33 032
41 02 3 Oug Q41 044 Q3 Qg

Lemma 5.3.4. Die Matriz M;(«) ist fiir o # 0 invertierbar. A;;(«) ist fir alle o € K inver-
tierbar. Vi; ist invertierbar. Diese Matrizen fihre folgende Operationen auf eine gegebene der
Grofle nach passende Matriz A aus:

o M;(«) von links: multipliziert die i-te Zeile von A mit a.

o Aij(a) von links: addiert das o-Fache der j-ten Zeile von A auf die i-te Zeile von A.

Vij von links: vertauscht i-te und j-te Zeile von A.

o M;(a) von rechts: multipliziert die i-te Spalte von A mit c.
o A;j(a) von rechts: addiert das o-Fache der i-ten Spalte auf die j-te Spalte von A.

o Vi; von rechts: vertauscht die i-te und die j-te Spalte von A.

Die Inversen sind jeweils:
Mi(e)™! = My(a™)
Aij(a)™ = Ayj(—a)
Vi = Vi
Als Konsequenz ergibt sich fiir das Losen eines linearen Gleichungssystems

A-z=0b

mit A € K™ und b € K™: der Gau-Algorithmus (mit nur Zeilenoperationen): Multiplikation
von links mit einer invertierbaren Matrix B € K™*™ mit Ergebnis die Treppennormalform

1 =% * ok
1 * %
T= 1 % %

Die Treppennormalform liefert folgendermaflen eine Basis des homogenen Losungsraums

Az =0
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Einfligen von Zeilen mit genau einem —1-Eintrag unterhalb einer Nichtstufe liefert die erweiterte
Treppe

~:
I
—

Die Spalten mit den neuen —1-en sind eine Basis des homogenen linearen Gleichungssystems:

* * *

-1 0 0

0 * *
]L:< O, = [,] = >

0 -1 0

0 0 -1

0 0 0

Dies fithrt zu unserer ersten Zerlegung von A:
A=C-T

mit C' invertierbar und 7" in Treppennormalform.

5.4 LU-Zerlegung

Sei A € K™*™.
Definition 5.4.1. Eine LU-Zerlegung von A ist eine Faktorisierung der Form
A=L-U,
wobei L eine untere Dreiecksmatriz, dessen Diagonalelemente gleich Fins sind, und U eine obere
Dreiecksmatriz sei.
Doolittle-Algorithmus

Der Doolittle- Algorithmus kann unter Umsténden eine LU-Zerlegung von A erreichen.

Sei Ag:=A. Firv=1,...,nseiAd,:=L,-A,_1 = (ag)) mit

1 0
1
LI/ - An,u(gn,u) . An—l,l/(gn—l,u) T Al/-i-l,l/([l/-‘rl,l/) -
gl/-’-l,u
lny 1
und
a(u—l) .
by = _a(yf,_l), (t=v+1,...,n)
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Beachte, dass L, in der v-ten Spalte von A, _ alles unter der Diagonale eliminiert. Insbesondere
ist
U::An—l :Ln—lLlA

eine obere Dreiecksmatrix. Dann ist

1 0
—la1
: 1
~n 1 —ly v ~Apm—1 1

)

eine untere Dreiecksmatrix mit Diagonal-Einsen und
A=L-U

Allerdings wird in jedem Schritt bendtigt, dass a,(,'ffl) = 0 ist. Falls dies nicht der Fall ist, so
vertausche die v-te Zeile mit einer Zeile unterhalb. Dann bekommt man am Ende eine PLU -
Zerlegung

A=P-L-U
mit einer Permutationsmatriz P = (m;j), wobei
Tij = Oio(j)

flir eine Permutation o der Zahlen 1,..., n.

Anwendungen der LU-Zerlegung
1. Losung von Az = b mit A € K™" b€ K". Die Zerlegung A = L - U fiihrt auf

LUz)=b ~ Uzx=y
~——
=y

Dies sind zwei lineare Gleichungssysteme. Das erste wird durch Vorwdrtssubstitution, und
das zweite durch Rickwdrtssubstitution gelost (s. nachfolgende Paragraphen).

2. Inverse von A € K™*". Wende dazu 1. simultan auf jede Spalte von I als rechte Seite b
an.

3. Determinante. Es gilt:
det(A) = det(L) - det(U) = det(U)

Vorwartssubstitution

Gegeben sei das dreieckige lineare Gleichungssystem

liiyr = by
lory1 + looys = bo

£n1y1 +-- g’rmyn = bn
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Dann ist

_bh
l11

1 i—1 '
yZ:£<bZ_Z€1kyk>a 122,...,n
(A3 k‘zl

die Losung, falls alle £;; # 0 sind.

Y1

Ruckwartssubstitution

Gegeben sei das dreieckige lineare Gleichungssystem

UnnTn = Yn

Up—1n—1Tn—1 + Un—1,nTn = Yn—1

u11r1 + -+ Uy = Y1

Dann ist
Yn
Ty = —
Unn
1 n
xl:u— yi—Zuikxk , i=n—1,...,1
" k=i+1

die Losung, falls alle u;; # 0 sind.

5.4.1 Pfannkuchen sortieren

Permutationen wie aus dem vorigen Abschnitt kommen in The Simpsons versteckt vor, und zwar
in der Gestalt des Pfannkuchenhauses: In Springfield, Homer Simpsons Heimatstadt, gibt es ein
stadtisches Pfannkuchenhaus. Dieses ist in der Episode Marge und das Brezelbacken (1997) zu
sehen. Nehmen wir an, dass dort der Kellner n Pfannkuchen in zufélliger Reihenfolge serviert.
Er kann Pfannkuchen auf dem Servierteller wenden, indem er von oben ein paar nimmt und
diesen Stapel wendet. Die Frage ist nun, wie oft er sie im schlimmsten Fall auf diese Weise
wenden muss, bis sie der Grofie nach sortiert sind. Die Anzahl, wie oft gewendet wird, heifit
Pfannkuchenzahl und sei mit P,, bezeichnet. Gesucht ist eine Formel, die P, beschreibt.

Informatiker sortieren gerne Daten, und da gibt es Parallelen zu Pfannkuchen. Auflerdem
ist P, nur bis n = 19 bekannt. Deshalb ist das Pfannkuchen-Sortierproblem von Interesse.

Die Pfannkuchenzahl fiir die ersten paar Werte von n kann man sich erarbeiten, indem
man alle Kombinationen verschieden groflier Pfannkuchen vorgibt und fiir jede von ihnen die
Wendezahl bestimmt.

P; =0, da der einzige Pfannkuchen schon in der richtigen Reihenfolge ist.

P, =1, da schlimmstenfalls der grofle auf dem kleinen Pfannkuchen liegt und dann einmal
gewendet werden muss.

P53 zu bestimmen ist schon etwas schwieriger. Es gibt die 6 Moglichkeiten (1,2, 3), (1,3,2),
(2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1), wobei die Zahl der GréBe und die Position der Zahl von
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links nach rechts der Position des Pfannkuchens von oben nach unten entspricht. Die Anzahl
an Wendemanovern ist dann in der folgenden Tabelle gegeben:

Permutation | (1,2,3) (1,3,2) (2,3,1) (2,1,3) (3,1,2) (3,2,1)
Anzahl Wendemanover ‘ 0 3 3 2 2 1

Somit ergibt sich P3 = 3.

Im Jahr 1979 wurde eine obere Schranke fiir P, gefunden. Namlich:
Satz 5.4.2 (William H. Gates & Christo H. Papadimitriou, 1979). Es gilt:

< on + 5
- 3
William H. Gates ist besser als Bill Gates bekannt und ist Mitbegriinder der Firma Microsoft.
David S. Cohen, einer der Autoren von The Simpsons, veroffentlichte im Jahr 1995 einen
Artikel tiber das Verbrannte-Pfannkuchen-Problem, bei dem es darum geht, Pfannkuchen, die
auf einer Seite verbrannt sind, so zu wenden, dass sie der Groéfle nach sortiert sind und die

verbrannte Seite jeweils unten ist. Die Anzahl der Wendemand&ver bei diesem Problem sei mit
V,, bezeichnet. Es gilt:

P,

Satz 5.4.3 (David S. Cohen, 1995). Es gilt:

3§§Vn§2n—2

5.5 Der Spektralsatz
5.5.1 Eigenraume
Sei A € K™,
Definition 5.5.1. Der Eigenraum FE)(A) zum Figenwert X ist der Losungsraum von

A=X-T
falls dieser #£ 0 ist.
Beispiel 5.5.2. Sei

= <0 1>
10
Dann ist E1(A) = K - (1) und E_1 = K - (_11>
Lemma 5.5.3. Genau dann ist A\ € K Figenwert von A, wenn A Nullstelle von
fa(X) =det(X -I—A)

dem charakteristischen Polynom ist.

Beweis. Genau dann ist A — A - I nicht invertierbar, wenn der zugehorige Losungsraum nicht
trivial ist. O

Definition 5.5.4. Ein Eigenvektor von A ist ein nichttriviales Element aus einem Eigenraum
von A.
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5.5.2 Basiswechsel

Definition 5.5.5. Eine Matriz A € K™ ™ heifst diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matriz S ¢ibt, sodass
S~tAS

eine Diagonalmatriz ist.
Beispiel 5.5.6. Sei
0 1
(1)

Eine Basis aus Eigenvektoren ist durch folgende Matriz gegeben:

FEs ist

Nach Basiswechsel ist Lo

ST1AS = (0 - 1)
Definition 5.5.7. Die Matriz S~'AS heifit dhnlich zu A.
Bemerkung 5.5.8. Ahnliche Matrizen haben dieselben Eigenwerte.

Satz 5.5.9 (Spektralsatz). Sei A € K™*™ eine diagonalisierbare Matriz. Dann hat K™ eine
Basis S aus Eigenvektoren von A. Die Diagonalmatriz S™'AS hat die Eigenwerte von A als
Diagonaleintrage.

Beweis. Sei

S™1AS = Diag(A1,..., \n)

Dann gilt:
AS = SDiag(\,..., \p)

also fiir die i-te Spalte s; von S:
ASZ‘ == )\isi

und die Basis S von K" besteht aus Eigenvektoren s; von A zum Eigenwert A;. O

Definition 5.5.10. Die Menge
Spec(A) = {\ | A ist Eigenwert von A}

st das Spektrum wvon A.
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5.5.3 Determinante und Spur
Sei A = (a;;) € K™*™. Dann ist die Determinante definiert als

n

det(A) = Y sen(m) [ aixa)

TESy i=1

wobei S,, die Menge aller Permutationen der Zahlen 1,...,n sei und sgn(w) das Signum der
Permutation 7 sei:
1, 7 ist gerade Permutation
sgn(m) =

—1, 7 ist ungerade Permutation

Beispiel 5.5.11. Firn =1 ist A= (a) und det(A) = a.

Furn =2 ist

und
det(A) = a11a22 — Q12021

Da die identische Permutation (1) eine gerade und und die Vertauschung (12) eine ungerade
Permutation ist.

Firn =3 st
aiir a2 a3
A= a2 ax ax
az1 asz2 ass

und
det(A) = ar1a22a33 + a12a23a31 + a13032a21 — Q13022031 — A11023032 — Q12021033

da die identische Permutation (1) und die Zyklen (123) und (132) gerade sind, und die Vertau-
schungen (12), (13), (23) ungerade sind.

Definition 5.5.12. Die Spur trace(A) ist die Summe der Diagonaleintrige von A.

Beispiel 5.5.13. Sei A = (Z Z) Dann ist

trace A=a+d, det(A)=ad— bc
Betrachten wir das charakteristische Polynom:
fa(X)=det(X - T —A)= X%~ (a+d)X +ad — bc = X? — trace(A) X + det(A)
Falls fo(X) = (X — M )(X — A2) mit Ay, A2 € C ist, so gilt:
Fa(X) = X2 = (A1 + 22) X + Mg
Koeffizientenvergleich ergibt:

trace(A) = A1 + A2
det(A) = A - A9

64



Lemma 5.5.14. Sei A € C"*". Dann gilt:

trace(A) = Z A

A€Spec(A)

det(4)= [ A

AESpec(A)

Bewets. Es ist
det(X - T-A)= [J] xX-X
AESpec(A)

Auf der rechten Seite ist der konstante Term gleich

o I A

A€ESpec(A)
Auf der linke Seite ist der konstante Term gleich
det(—A) = (—1)" - det(A)

Auf der rechten Seite ist der Koeffizient von X"~! gleich

_Z)\

A€Spec(A)

Auf der linken Seite ist der Koeffizient von X" ! gleich

— trace(A)
Mit Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung. O
5.5.4 Das Futurama-Theorem
Zunichst ein paar Vorbemerkungen zu Permutationen. Jede Permutation ¢ der Zahlen 1,...,n

lasst sich als Produkt disjunkter Zykeln zerlegen. Dies geht so: Starte mit 1, dann folgt o (1),
dann ¢%(1) := o(c(1)), usw. bis irgendwann erstmalig o (1) = 1. Dies ist der erste Zyklus. Falls
in diesem Zyklus eine Zahl in {1,...,n} nicht auftaucht, fahre wie eben fort mit einer solchen
Zahl. Usw. Irgendwann kommt jede der Zahlen 1,...,n in genau einem Zyklus vor. Dies ergibt
die Zerlegung in disjunkte Zykeln.

In der Episode The Prisoner of Benda aus Futurama kommt eine von Professor Farnsworth
erfundene Bewusstseinstauschmaschine vor. Wird sie auf zwei Personen A und B angewandt,
so ist hinterher das Bewusstsein von A im Koérper von B und umgekehrt. In einer Gruppe
von n Personen® haben sich alle mit mehreren verschiedenen Partnern dem Bewusstseinstausch
unterzogen und mochten nach einer Weile wieder in ihren urspriinglichen Korper zurtick. Das
Problem aber ist, dass der Bewusstseinstausch mit demselben Korperpaar nur ein einziges Mal
funktioniert.

Ken Keeler, der Hauptautor dieser Episode hatte nun die Aufgabe, herauszufinden wie alle
Bewusstseine wieder in ihre urspriinglichen Korper zuriickkommen. Nach einiger Miihe bewies
er schlieSlich das Futurama-Theorem:

3In der Episode sind es 8 Personen
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Satz 5.5.15 (Ken Keeler, 2010). Es geniigt, zwei weitere Personen hinzuzufiigen, damit jedes
Bewusstsein wieder in seinen eigenen Korper kommt.

Der folgende Beweis wird in der Episode an der Tafel entwickelt:

Beweis. 7 sei die Permutation von [n] := {1,...,n}, welche durch die Folge der Bewusstseins-
vertauschungen gebildet wird.

1. Fall. Sei zunachst der Fall angenommen, dass 7 ein Zyklus der Lange k ist. Ohne Ein-
schrankung kann angenommen werden, dass

o 1 2 ... kK kE+1 ... n
S \2 3 ... 1 k+1 ... n
Oben stehen die Urbilder (Bewusstsein) und unten die Bilder (Koérper) der Permutation. Sei

<2 3 ...1 k+1 ... n =z y> mit  z,y ¢ [n]

und sei mit (a b) die Transposition gemeint, die a und b vertauscht.
o:=(x1)o(y2)---(yk)o(z2)o(yl)
Dann ist
N (1 2 ... n z y
7TOJ_(l 2 ... n y x) (+)
Also missen nur noch x und y vertauscht werden, was auch moglich ist, da noch nicht geschehen.

2. Fall. Sei 7 eine beliebige Permutation von [n]. Zerlege 7 in ein Produkt disjunkter Zykeln
und wende den ersten Fall bis (%) auf jeden Zyklus an. Anschlieflend vertausche x mit y, falls
dies notig sein sollte. O

5.5.5 Positiv definite Matrizen

Definition 5.5.16. Fine Matrix A € C™*™ heifit hermitesch, wenn gilt:
A =AT =4

wobei A* die komplex-konjugierte der Transponierten von A ist.

Ein Speziallfall ist bei reellen Matrizen gegeben: Eine reelle Matrix A ist genau dann her-
mitesch, wenn sie symmetrisch ist:

AT =4
Rechenregeln
Es gilt:
(A=A
und
(AB)* = B*A*

(A*)_l _ (A—l)*

wann immer die Ausdriicke definiert sind.
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Beweis. Sei A = (a;j), B = (Bij), AB = (vi5) und A* = (ay;), B* = (Bj;), (AB)" = (v;;)-
Weiter sei (A4*)* = (v;;). Dann gilt:

also: (A*)* = A. Weiter gilt:
Vi =i =Y Bri = Y Britjk = Y _ Bk,
k k

k
also: (AB)* = B*A*. Weiter ist
(A7) 4 = (447)

*

=J*=17
also (A*)™t = (A_l)*. O
Definition 5.5.17. Eine hermitesche Matriz A € C"*™ heifst positiv (semi-)definit, wenn fir

alle z € C" gilt:
2*Az >0 (z"Az > 0)

falls z # 0 ist.
Bemerkung 5.5.18. Ist A hermitesch, dann ist z* Az reell.

Beweis. Es ist
2*Az = (2" A2)" = 2" A2 = 2 Az
O

Bemerkung 5.5.19. Genau dann ist eine symmetrische reelle Matriz A € R™ "™ positiv (semi-
)definit, wenn fir alle x € R™ gilt:

' Az >0 (" Az > 0)

falls x # 0 ist.

21
Beispiel 5.5.20. Die Einheitsmatriz I ist positiv definit. Denn mit z = | : | € C" st
Zn
n n
22 =22 = Z@‘Zi = Z 1> >0
i=1 i=1
falls z # 0 ist.
Beispiel 5.5.21. Die symmetrische reelle Matriz
2 -1 0
A=[-1 2 -1
0o -1 2
ist positiv definit. Denn mit v = (21,22, 23) € R? ist
2.%'1 — X9
Az =2a" —x1+2x0 —x3 | = 2:1:% —2x129 + 23:% — 2x9x3 + 256%
—x9 + 273

:x%+(a§1—x2)2+($2—x3)2+x§>0

falls x # 0 ist.

67



Beispiel 5.5.22. A = <1 2) ist micht positiv definit. Denn mit z = < ! > ist

21 -1

—1
zTAz:(l —1)(1>:—2<0
aber z # 0.

Lemma 5.5.23. Die Eigenwerte hermitescher Matrizen sind reell.

Beweis. Sei e Eigenvektor der hermiteschen Matrix A zum Eigenwert A € C. Dann gilt:

R>e"Ade=¢€"(Xe) = A- e'e

=y
und ~ > 0 ist reell. Dann ist auch A reell. O

Satz 5.5.24 (Spektralsatz II). Eine hermitesche Matriz A € C"*" ist diagonalisierbar und hat
ausschliefilich reelle Figenwerte. Weiter hat C" eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
A. Ist A zudem reell, so hat R™ eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von A.

Positiv (semi-)definit kann anhand der Eigenwerte abgelesen werden:

Bemerkung 5.5.25. Sei A € C"*" hermitesch. Dann gilt: A ist genau dann positiv (semi-
)definit, wenn alle Figenwerte von A positiv (nicht negativ) sind.

Beweis. =. Sei e Eigenvektor von A zum Eigenwert A € R. Dann ist
e*Ae=e"de=X-e'e =\

Der Ausdruck links ist positiv (nicht negativ).

<. Sei z € €™\ {0} und sei {e;} eine Orthonormalbasis von C™ aus Eigenvektoren von A,

und sei A; der Eigenwert zu e;. Dann ist z = ) aje; und
i

_ _ 2
2TAz = E ozie;r g ajAe; = E QoA ez—ej = E || “ A
g J ,] %
=6,
Der Ausdruck rechts ist positiv (nicht negativ). O

Aus einer nicht notwendig quadratischen Matrix kann man eine hermitesch Matrix konstru-
ieren:

Lemma 5.5.26. Sei A € C"™*™. Dann ist A*A hermitesch und positiv semidefinit.

Proof. Es ist
(A*A)" = A*A™ = A*A

also A*A hermitesch. Weiter ist fir z € C™:
¥ A*Ax = (Az)* Az >0

also A* A positiv semidefinit. O
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5.6 Hauptkomponentenanalyse (PCA)

An n ,, Versuchspersonen“ werden p Merkmale gemessen. Dies ergibt n Punkte in RP als Zufalls-
vektor X = (Xi,...,X,). Das Ziel der Hauptkomponentenanalyse ist es, diese Datenpunkte
so in einen g¢-dimensionalen Unterraum (¢ < p) zu projizieren, dass dabei moglichst wenig
Information verloren geht und Redundanz (d.h. Korrelation) zusammengefasst wird.

Die Idee dabei ist, einen Basiswechsel so vorzunehmen, dass die neuen Variablen dekorreliert
sind. Dann ist die Kovarianzmatrix diagonal. Der Nutzen dabei ist, dass, im Falle normalver-
teilter Daten, die neuen Variablen statistisch unabhéngig sind.

Die Kovarianzmatrix
Cov(X) = B (X = p)(X = )T ) = (Cov(X;, X)) € R™" (= B(X))

ist symmetrisch, also nach dem Spektralsatz 5.5.24 diagonalisierbar. Sie ist sogar positiv semi-
definit. Denn wegen

Cov(STX) = ST Cov(X)S = Diag(\1,. .., A\n)

(S sei eine Orthonormalbasis des R™ aus Eigenvektoren von Cov(X)) ist die Diagonalisierung
selbst eine Kovarianzmatrix. Deren Diagonaleintrage sind also Varianzen, d.h. nicht negativ.
Nach Bemerkung 5.5.25 ist also Cov(X) positiv semidefinit.

Die Spalten von
YV :=8TX

heiflen die Hauptkomponenten von X. Es gilt:
Var(V;) = A\

Die Methode geht nun wie folgt: Ordne S so an, dass die Eigenwerte \; der Grofle nach
absteigend sortiert werden. Wahle ¢ mit Ay > ...\, sodass der Quotient

q

> Var(Y;)

Tq 1= 7221

> Var(Xj;)
i=1

grof} ist. Dieser Ausdruck ist zwischen 0 und 1. Beachte, dass
n n
> Var(X;) = trace(Cov(X)) = trace(Cov(Y)) = Y _ Var(¥;)
=1 1=1

die Gesamtstreuung oder totale Varianz von X ist. Diese ist die Summe aller Eigenwerte. Die
Dimension ¢ wird tiber die grofiten Eigenwerte bestimmt.

Die Hauptkomponenten liefern auch die beste lineare Approximation an X: Die erste Haupt-
komponente ist die Gerade H; durch das Zentrum g = E(X) mit dem kleinsten Fehler. Die
zweite Hauptkomponente ist die Gerade Hs durch p, die orthogonal zu Hj ist, sodass die Ebe-
ne, die von Hjp, Hy aufgespannt wird, den kleinsten Fehler hat, usw. Schliellich bekommen wir
Hauptkomponenten Hy,..., H; zu den Eigenwerten A1 > ... A,.
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Abbildung 5.6: 2 Cluster mit Signal Variance (links) und Noise Variance (rechts). Quelle: Wi-
kipedia, Author: Rene Andrae.

Grundannahme der PCA

Es wird bei der Hauptkomponentenanalyse angenommen, dass die Richtungen mit der gréfiten
Streuung (= Varianz) die meiste Information enthalten.

Diese Annahme ist jedoch nicht immer erfiillt. Dies soll am Beispiel der Clusteranalyse
verdeutlicht werden.

In Abbildung 5.6 (links) ist die Streuung innerhalb der beiden Cluster gering im Vergleich
zum Abstand der Cluster. Daher ist die erste Hauptkomponente die x1-Achse. Diese reicht aus,
um die Cluster zu trennen. Die Hauptkomponente xo kann vernachléssigt werden. Die totale
Varianz wird hier vom Signal dominiert, wir haben zwei getrennte Cluster.

In Abbildung 5.6 (rechts) tragt die Streuung innerhalb der Cluster den Hauptanteil an der
Gesamtstreuung. Es wird angenommen, dass die Streuung durch Rauschen verursacht wird.
Daher heifit dieses Beispiel ,,noise variance“. Die erste Hauptkomponente ist zs. Diese hat keine
Information iiber die Trennbarkeit der Cluster.

Als Fazit lasst sich sagen, dass oft, aber nicht immer die dominierenden Hauptkomponenten
die meiste fiir ein bestimmtes Problem relevante Information tragen.
5.7 Cholesky-Zerlegung
Sei A € R™™™ symmetrisch und positiv definit.
Definition 5.7.1. FEine Cholesky-Zerlegung von A ist eine Faktorisierung
A=G-GT
wobei G eine untere Dreiecksmatriz mit positiven Fintrdgen ist.

Eine Cholesky-Zerlegung von A lasst sich wie folgt berechnen: Mit A = (ay;) und G = (7i5)
ist

J
Qi = Vikliks 1=
k=1
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Dies ergibt:

0, 1<
il
_ Qi — Y Yiko 1=
Yij = k=1
1 i
ol R k; YikYik | s 1>

Beispiel 5.7.2.

S
Il
I~
S Q
o o
N
Il

( 7%1 V11721 >
1Y Va1 + Ve

ergibt:
Y1 =vVa
Y22 =4/ C— 7221
b
Y21 = —
711
Beispiel 5.7.3.
b 2
a c M1 Y11721 11731
b d e| =712 V3 4 3, Y217Y31 + V227732
c e f Y1131 Y2131 + Y2232 ’Y§1 + 73?2 + 7§3

ergibt:

1 = Va, Y22 = M, v33 =/ — (V51 + %)

b c
Y21 = —, 731 = —
Y11 71

€ — 721731
22

V32 =

Als Anwendung losen wir wieder ein lineares Gleichungssystem
Ax =10
mit A symmetrisch, positiv definit. Mit der Cholesky-Zerlegung A = G - G ist

G(G'z) =10 und Glz=y

Die erste Gleichung
Gy=h»b

ist durch Vorwartssubstitution und die zweite
Gle=y

durch Rickwértssubstitution zu 16sen (s. Abschnitt 5.4).

71



5.8 Gauf-Newton-Verfahren

Seien m Funktionen r = (r1,...,r,,) in n Variablen X = (Xy,...,X,,) mit m > n gegeben. Es
soll die Grofe .
S(X) = ri(X)?
i=1

minimiert werden.

Das Gaufl-Newton-Verfahren verlauft iterativ. Startwert ist X = zg € R™. Die Iteration
lauft iiber ein Inkrement:
Ts41 = Ts t €

mit €' € klein. Um das Inkrement zu bestimmen, ziehen wir die Taylor-Entwicklung heran:

S(as + €) ~ S(ws) + [aSrHlJ[ 0°S }e

0X; 2 | 0X,0X;
mit 59
_ T
{8XJ =2J,(X)'r
wobei 5
T
J(X) =
) [3Xj]
die Jacobi-Matrix ist, und die Hesse-Matrix approximiert wird:
9?8 T
—— | = 2J.(X) " T (X
| 20T )

fiir "7 klein. Dies ergibt
S(xs+€) ~ S(xs) +2r " Jp(X)e+ € Jp(X) T T (X)e

Dann ist zu minimieren:

%S(xs +6) ~ 2J(X) T 4+ 2J,(X) T I (X)e = 0
€

was auf die Normalgleichungen fihrt:
(5.4) JI(X)I(X) e =—T(X)"r
Der Hintergrund ist der Folgende:
e In der Datenmodellierung ist X = 3 ein Parametervektor, fir den eine Modellfunktion
y=f(z,B)
auf Daten (x;,y;) gefittet wird.

e Die Funtkionen
ri(B) = yi — f(xi, B)

sind die Residuen.
e Das Inkrement 16st die Normalgleichungen (5.4) mit X = .

e In der Regel ist die Cholesky-Zerlegung anwendbar.
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Vergleich mit dem Newton-Verfahren

Beim Newton-Verfahren wird die Hesse-Matrix H (S) statt seiner Approximation mit dem dop-
pelten Quadrat der Jacobi-Matrix verwendet. Das Inkrement ist dann:

e=—H(S)"'VS

Die Konvergenz des Gaufl-Newton-Verfahrens ist also hochstens quadratisch.

5.9 Lisa und Baseball

Als in The Lisa Series (2010) Barts Baseballteam die Isotots den Trainer verliert, ergreift sie
die Chance und wird deren Trainerin. Allerdings hat sie keine Ahnung von Baseball. Aber sie
trifft zufallig Professor Frink, der die Meinung vertritt, dass Baseball nur durch tiefgreifen-
de mathematische Analyse verstanden werden kann und ihr einen Stapel Biicher gibt, die sie
durcharbeiten soll.

Eines dieser Biicher ist The Bill James Historical Baseball Abstract, eine Sammlung der
wichtigsten Baseball-Statistiken aus der realen Welt, von Bill James zusammengestellt. Auf-
grund ihres Studiums der Biicher holt sie die Isotots aus dem Tabellenkeller bis auf den zweiten
Platz. Doch als sie Bart in einem Spiel anweist, keinen Schlag zu machen, missachtet er ihre
Anweisung und gewinnt mit einem Homerun das Spiel. Darauthin wirft sie Bart aus dem Team,
weil ,er glaubt, er sei besser als die Gesetze der Wahrscheinlichkeit.“ Die Isotots setzen auch
ohne Bart ihre Siegesserie fort. Im Finale der Little League State Championship fallt jedoch ein
Spieler aus. Daher bittet sie Bart, fiir ihn einzuspringen. Er zogert, da er weif}, dass er vor einem
Dilemma steht: Statistik oder Instinkt. Im letzten Inning widersetzt sich Bart Lisas Anweisung
erneut. Doch diesmal geht er out, und die Isotots verlieren das Spiel.

5.10 Innenproduktraume

Sei V ein K-Vektorraum mit K = R oder C.
Definition 5.10.1. Eine Abbildung

(,):VxV oK

mit
1. (z,y) = (y,x) (konjugiert-symmetrisch)
2. (ax,y) = alz,y)
(x+y,2)=(x,2) + (y, 2) (links linear)
3. (z,x) >0 mit =0 nur firz=0 (positiv definit)

fir x,y,z € V, a € K heifit Innenprodukt. Das Paar (V,{(-,-)) heifft Innenproduktraum.
Bemerkung 5.10.2. 1. (x,z) ist stets reell.
2. Es gilt:

a(z,y

(z, ay) )
z,2) + (Y, 2)

(z,y+2)

FEin Innenprodukt ist also sesquilinear.
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3. Fur K =R st ein Innenprodukt symmetrisch und bilinear.

Beispiel 5.10.3. Sei V = R"™. Dann ist
n
(z,y) = Z Ty =y @
i=1

das Standardinnenprodukt.

Beispiel 5.10.4. Sei V = C". Dann ist

das Standardinnenprodukt

Beispiel 5.10.5. Sei V = C[a,b] = {f: [a,b] = K | f stetig}. Dann ist ein Innenprodukt gege-
ben durch

b
mmz/ﬂmmw

Die ersten beiden Aziome des Innenprodukts ergeben sich aus den Rechenregeln fiir Integrale.
Zur Positiv-Definitheit: Ist f # 0, so ist f(xo) # 0 fur ein xg € [a,b]. Dann aber existiert eine
e-Umgebung U von xq, sodass

flz) #0
fur alle x € U gilt. Dann ist

b
() = [1r@Rde= [1roF >0
a U

Sei (V, (-,-)) ein Innenproduktraum.

Definition 5.10.6. Die Funktion
I1: V=R, zw— {(z,z)

heifit Norm auf V.

Eigenschaften einer Innenprodukt-Norm

1. Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(5.5) [z, 9)| < ]| - [y
Beweis. Ist y = 0, so gilt die Ungleichung. Ist y # 0, so setze A = gg; Dann ist:
(o) — (@, y){y,z)  (y,z){z,y) n (z, y)[°
(v, y) (v, ) (y,y)
2
oy L)
)
Dies ergibt
@, 9)* < (z,2)(y,y)
woraus die Behauptung folgt. O

74



2. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (5.5) kann der Winkel zwischen zwei Vektoren
z,y € V\ {0} definiert werden:

(z,y)

w(z,y) := arccos ———"—
]l - Nyl

Wir sagen, x und y sind orthogonal (z L y), wenn der Winkel gleich 7 ist:
xly & wxy=1m & (r,y)=0
3. Homogenitét. Fir a € K, z € V gilt:
lo- ]| = [ |||
4. Dreiecksungleichung. Fir x,y € V gilt:
lz +yll < llzll + Iyl
Beweis. Es ist

lz+yl> = (@ +y.z+y) = (z.2)+ (2,9)+{y2) +{yy)
—_——
=2R((z,y))<2[(z,y)|
< |l=|* + 2/, )| + Iyl

SR 9
< Nl l” + 2l (vl + [y
= (=l + llyl)*

wobei in (x) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (5.5) verwendet wurde. O

5. Satz von Pythagoras. Sind z1,...,z, paarweise orthogonal, so gilt:

n n
(5.6) D Nl = {D
=1 =1

2

6. Parallelogramm-Identitat. Es gilt fiir z,y € V:

lz +ylI* + llz — ylI* = 2)l|* + 2|y

5.11 (@QR-Zerlegung

Sei (V, (-,-)) ein Innenproduktraum. Wir betrachten den Projektionsoperator fiir u € V.

Ty VoV, x—

Bemerkung 5.11.1. FEs ist

Beweis. Es ist
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Nun koénnen wir linear unabhéngige Vektoren by,...,b, € V nach Gram-Schmidt orthogo-
nalisieren:

uy = by, e =
[Jual]
U2
ug = bg — T b2 y €9 =

(%2 ]

- u
un:bn_zﬂui(bi)a €n = —
- [[n |

Bemerkung 5.11.2. Die uq,...,u, spannen denselben Untervektorraum auf wie by, ..., b, und

sind paarweise orthogonal.

Beweis. Die u; sind orthogonal. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1. Seien per Indukti-

onsvoraussetzung ui, ..., u,—1 orthogonal. Dann gilt fiir j < n:
n—1
<b7l7ul>
U, U by, — Us, U
i = (1= 5 P

= <bn7uj> - <bn7uj> =0

Der Raum, den die u; aufspannen. Die uy, ..., u, sind Linearkombinationen der by, ..., b, und
orthogonal, also linear unabhangig: Sei

T = E aju; =0
J

Dann ist
(w,u;) = a; (ug, uz) =0
~——
£0
Also alle a; = 0. Da es nun gleich viele u; wie b; gibt, spannen die u; denselben Raum auf wie
Es ist (s, b;) (i, b;)
Ui, D5) Uy Ui, U5
ei,biye; = = U = Ty, (bj
(€l = gl Tl ~ Ty = ™)
Auflerdem ist
k—
b, ug) = ( uk + ) T, (g, u,) m (0 Uk, Uk
o = (s Zo i) = )+ 3 b=
also: o > ( >
ks Uk Uk, Uk
b — —
Tk O) = o ™ = )™ =

Deshalb ist



In Matrixform ist dies mit B = (b1 | --- | by):

(5.7) B=Q R
mit

Q=1(er| - |en)
und

(e1,b1) (e1,b2) (e1,bs)
O <€2,b2> <62,b3> "
E=1 o 0 leg,bg) ...|=@B

Definition 5.11.3. (5.7) ist die QR-Zerlegung von B. Die Spalten von @ sind orthonormal,
und R ist obere Dreiecksmatriz.

Anwendung

Lose ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A € R™*™, m > n, wobei A vollen Rang habe.
Mit der QR-Zerlegung von A geht dies folgendermafien:

A=QR

mit Q € R™*™, R € R™"™. Lise nun
Q- Rx =b
=y

SO:

y=Q'b
und

Rx =y

durch Riickwértssubstitution (s. Abschnitt 5.4).

5.12 Eigenwertbestimmung mit der () R-Zerlegung

Sei A € C™"™ nicht singuldr und alle Eigenwerte seien von unterschiedlichem Betrag. Dann
konvergiert die Folge

A = QrRy (QR-Zerlegung)
Apg1 = RpQp = Q1R 1 (QR-Zerlegung)

gegen eine obere Dreiecksmatrix A...
Es gilt:

1. Wegen
Apr1 = RQr = QpQrRiQr = QrALQk

haben alle Ay dieselben Eigenwerte.
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2. Die Eigenwerte von A sind die Diagonaleintriage, denn das charakteristische Polynom ist
X — agolo) *
det = (X — o)+ (X —a?)
0 X — a,(f?f)
3. Ist A symmetrisch, so sind die Spalten von Q = @Q1Q)> - -- die Eigenvektoren von A, denn
A- Q2 Qn=0Q1R1Q1 Qn=Q1Q2R2Q2 - Qn =" =Q1---Qndy

und da A symmetrisch ist, ist Ay, eine Diagolnalmatrix Diag(A1,..., A,), und
AQ = QAw = Diag(As. .-, An)Q
Fiir die Eigenschaft der Matrix @ in der () R-Zerlegung gibt es auch einen Namen:

Definition 5.12.1. FEine Matrix A € R™™™ heifit orthogonal, wenn die Spalten von A eine
Orthonormalbasis von R™ bilden.

Bemerkung 5.12.2. Nach dem Spektralsatz II (Satz 5.5.24) ist eine symmetrische Matrix
A € R™™ diagonalisierbar mit einer orthogonalen Matriz O:
OTAO st diagonal
denn es gibt ja eine Orthonormalbasis O des R™ aus Figenvektoren von A.
Im Komplexen hat sich ein anderer Name eingebiirgert:

Definition 5.12.3. Fine Matriz A € C™*™ heifst unitar, wenn die Spalten von A eine Ortho-
normalbasis von C™ bilden.

Bemerkung 5.12.4. Nach dem Spektralsatz II (Satz 5.5.24) ist eine hermitesche Matriz A €
C™ "™ diagonalisierbar mit einer unitaren Matrixz U :

U*AU st diagonal

denn es gibt ja eine Orthonormalbasis des C" aus Figenvektoren von A.

5.13 Singularwertzerlegung

Sei K = R oder C.

Satz 5.13.1 (Singularwertzerlegung). Eine Matrix M € K™*"™ hat eine Zerlegung
M=UXV"

mit U € K™ ™ ynitar, X € K™*" diagonal mit nicht negativen FEintragen und V* € K"*"

unitar.

Definition 5.13.2. Die Diagonaleintrdage von ¥ heiffen die Singularwerte von A.

Das Ganze hat eine geometrische Interpretation. Sei dazu T: K™ — K™ eine lineare Ab-

bildung. V* = (v1%,...,v}) ist eine Orthonormalbasis von K™ und U = (uy,...,uny,) eine
Orthonormalbasis von K™, sodass

T(U;k ) = O;Uj;
fiir den Singularwert o ist.

Im Reellen gibt es folgende geometrische Interpretation: Die lineare Abbildung
T:R" - R™
bildet die Einheitssphéare in R™ auf ein Ellipsoid in R ab. Die positiven Singularwerte sind
dann die Liangen der Halbachsen des Ellipsoids (s. Abbildung 5.7).
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M=UYx-V*

Abbildung 5.7: Ilustration der Singuldrwertzerlegung (Quelle: Wikipedia, Autor: Georg-
Johann).

5.13.1 Beste Rang-r-Approximation
Sei A € R™*™. Dann sieht die Singularwertzerlegung wie folgt aus:
A=UxvT

mit U € R™*™ orthogonal, ¥ € R™*" diagonal mit nicht negativen Eintrdgen und V € R™*"
orthogonal. Ausgeschrieben sieht dies so aus:

vl
g1 0
v
A= (up...ug | Ugs1 ... Um) T
Ok Vk+1
0 |0 :
U
o1 Uir Ul—lc—Jrl
Ok U;;r U;
-0
vl
=(o1uy...opug) | | = O'1’U/1U£r + -+ akukv,;r
T
Uk

Bemerkung 5.13.3. FEs ist
Rang(A) = Rang(X) =k

und
Rang(u;v;' ) = 1

denn jede Spalte von uiv; ist ein Vielfaches von u;.
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Fir das Matriz-Innenprodukt
AG®B = Zaijﬁij
i7j
mit A = (ay), B = (Bij) € R™" sind die Matrizen u;v; paarweise orthogonal. Denn fiir
z,u € R™, y,v € R™ ist

zy Quv' = (zy1 |- | 2yn) © (uvy |-+ | uwy) = inyjuivj
i7j
= ay;wvy = (w-u) Yy = (x-u)(y-v)
J J

d.h. falls # L v oder y L v, ist zy" L wv’. Wir haben hier das Standard-Innenprodukt mit -
bezeichnet.

Wir haben also:

Satz 5.13.4. Die Singuldarwertzerlegung zerlegt A € R™*™ in eine Linearkombination

k

-

A= g iU,
i=1

T won Rang 1.

paarweise orthogonaler Matrizen u;v;

Fir die Frobenius-Norm

|Alp = VA©A

gilt:

2
uiv; h = uiviT © uiviT = (u; - ug) (v -vy) = 1

|

Also gilt nach dem Satz des Pythagoras (5.6):

k
Az =" |
=1

Sei ¥ so angeordnet, dass o1 > 09 > --- > 0. Dann ist alulvlT die beste Rang-1-
Approximation an A. Das Fehlerquadrat betrigt:

9 k
HA—JluwIH = E 02-2
F ‘
=2

k k
2
DI
F

=1 =1

Jiuwi—r

,
Allgemein ist > aiuivi—r die beste Rang-r-Approximation an A fiir r < k. Das Fehlerquadrat

. =1
betragt:
r 2 k
A— Z o, || = Z o?
i=1 Fooi=r+l
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5.13.2 Datenkompression als beste Rang-r-Approximation

Ein Grauwertbild aus m - n Pixeln kann als Matrix A € R™*" angesehen werden. Um das volle
Bild abzuspeichern, miissen alle m - n Grauwerte gespeichert werden. Bei der besten Rang-1-
Approximation

O'1U1’UIr

sind lediglich m +n 4+ 1 Werte zu speichern. Bei der besten Rang-r-Approximation

T
E aiuiv;
i=1

sind es r(m 4+ n + 1) Werte. Fiir r hinreichend klein, ist diese Zahl kleiner als m - n.

Die Methode ist wie folgt: Sei

r
Er = A - E O'Z"U,Z"U;r
i=1

Wahle nun r so, dass

fiir einen vorgegebenen Schwellwert ¢ > 0. Dann ist

r
E Jiuiv;
=1

die Kompression von A als beste Rang-r-Approximation.

Grundannahme der Kompression

Es wird bei dieser Methode angenommen, dass die Terme aiuivi—r fiir kleine Singularwerte o;
keine relevante Information enthalten, d.h. dass sie aus Rauschen bestehen.

5.13.3 Lineare kleinste Quadrate

Sei V. = R"™ und {ai,...,a,} C V linear unabhéngig sowie b € V. Gesucht sind Koeffizienten
£1,...,&, € R, sodass der Fehler
b= Lia;
i=1

minimal wird. In Matrixschreibweise bedeutet dies mit A = (ay,...,a,) € R™*™ die Minimie-
rung von
16— Az|
wobei x = (&1,...,&,) ist. Es wird die Situation betrachtet, dass das lineare Gleichungssystem
Axr=1b>
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iiberbestimmt ist. Dann wird eine bestmogliche Losung dieses LGS gesucht. Geometrisch be-
deutet dies: suche ein Element des von ay,...,a, aufgespannten Unterraums S C R" mit
minimalem Abstand zu b.

Die Losung des Problems ergibt sich mit der Orthogonalprojektion wg(b) von b auf S:

mg(b) = Ax
Fiir den Fehlervektor b — mg(b) gilt:
b—ms(b) LS
Dies ist dquivalent zu
a; L Az —b i=1,...,n

e AT(Az-b)=0

& ATAz=ATb (Normalgleichungen)
Bemerkung 5.13.5. AT A ist invertierbar, da a1, ..., ay, linear unabhingig sind. Aber die Be-

rechnung von (ATA)f1 soll vermieden werden, da die Rechengeschwindigkeit und -Genauigkeit
leidet.

Mit der Singulidrwertzerlegung A = ULV T gilt:

Az —b=UXV'e —b=UEYV 'z-U"b)
N———

~~
=y =:c
Also ist
[ Az —b|| = || Zy — ]|
denn:
(5.8) Uz = (Uz,Uz) = (U2) Uz=2"UUz=2"2=|z|?
N——

=1

Es ist also y zu finden, dass ||Xy — ¢|| minimal wird. Da ¥ diagonal ist, haben wir:

Ey: (01y1,...,0'kyk,0,...,0)

Also
Yy—c= (Ulyl —Cly- -, OkYk — Cly —Cl41y- -+, —Cm)

Und dessen Norm wird minimal fir

und Yg+1,- .., Yn sind frei wahlbar. Dann ist ndmlich
m
2
ISy —el>= > ¢
i=k+1
Das gesuchte x ist also
z=Vy

mit y geméas (5.9).
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5.13.4 Konditionszahl von quadratischen Matrizen
Sei A € R™*™ und die Singuldrwertzerlegung sei
A=UxV"

mit ¥ = Diag(o1,...,0,) sodass o1 > -+ > oy,.

Genau dann ist A invertierbar, wenn o, > 0 ist. Dann ist

A™l = V Diag (01_1,... 071) U’

rvn

Definition 5.13.6. o
cond(A) := 21
On
1st die Konditionszahl von A.

Die Konditionszahl gibt an, wie nahe A an einer singuldren Matrix ist. Bei cond(A) = oo
ist A tatséchlich singulér, bei cond(A) >> 1 ist A ,fast” singulér.

Das Problem
Ax =b

nennt man bei cond(A) >> 1 schlecht konditioniert, bei cond(A) = oo schlecht gestellt und
sonst gut konditioniert.
5.13.5 Kabsch-Algorithmus

Gesucht ist die optimale Rotationsmatrix zwischen gepaarten Punktmengen in R3. Die Punkt-
mengen seien

P:{plv"')pn}v Q:{q17’qn}

Zunachst werden die Zentroide gebildet:

1 ¢ 1o
CP—n;pz‘, CQ—HZ;%‘
Ersetze dann P, () durch
{p1—=Cp,...,pn—Cp}, {01 —Cq,....qn—Cq}
und nenne die Punkte wiederum p; bzw. g;.

Es ist die Grofie )

17’l
EU) =~ Up; —g;
(U) ”;:1 Pi —q

zu minimieren. Schreibe dabei P, Q als 3 x n-Matrizen. Es ist

nk = Zn: Hp; — qu2 = trace ((P’ — Q)T(P’ — Q))
i=1
= trace <P’TP’> + trace <QTQ) — 2trace (QTP’>

n
=3 (Ipill* + las)”) — 2 trace (Q ')
=1
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Beachte dabei, dass ||p}|| = ||p;|| wegen (5.8), da U orthogonal ist. Maximiere also
trace (QTPI> = trace <QTUP> = trace <PQT . U>

wobei PQT € R3*3 ist. Die letzte Gleichung gilt allgemein als Rechenregel fiir die Spur. Die
Singularwertzerlegung ist

PQT =vEw?’

Dann ist die optimale Rotation
100
U=w |0 1 0|V’
0 0 d
mit
d = sgn <det (PQT>>

Eine Anwendung des Kabsch-Algorithmus findet beispielsweise in der Satellitenorientierung
statt.

5.14 Hilbertraume

Sei (V, (-,-)) ein Innenproduktraum. Die zugehorige Norm ist
IlI: V=R, xw+/{x,x)
Definition 5.14.1. Ist (V,|-]|) volistdndig, so heifit (V,(-,-)) Hilbertraum.

Definition 5.14.2. Sind by,by,--- € V mit ||b,|| =1 und b, L b, fiir p # v, und gilt fir jedes

reV:
o0
T = Zoz,,by
v=1

fir gewisse o, € K, so heif§t die Folge by, ba, ... eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung 5.14.3. Fine derartige Orthonormalbasis ist i.A. keine Basis im Sinne der linea-
ren Algebra!

Satz 5.14.4. Jeder Hilbertraum hat eine Orthonormalbasis.

oo
Bemerkung 5.14.5. Firz = Y a,b, ist

v=1

r,b,) = oy, (b,,b,) =«
(z,by) Z;< ) = ap

=6

Definition 5.14.6. Der Ausdruck
(z, bu)

heifit Fourier-Koeffizient von x beziiglich der Orthonormalbasis by, b, . ...
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Beispiel 5.14.7. Sei V = C|—m, 7] mit dem Skalarprodukt
() = [ f05@

Dann st ]
er(t) = ¢t

V2r

eine Orthonormalbasis von V. Die Orthogonalititsrelationen gelten wegen

™ ™ s

_ L i g 1 _ L R _
ek, er) = . /e dt = 5 cos(k — £)tdt + io sin(k — )t dt = iy

Der k-te Fourier-Koeffizient ist

L [ gy
) = = | 0™

Die Orthogonalbasis-Eigenschaft der ey, besagt zudem, dass jedes Signal eine Uberlagerung von
reinen Sinus-Schwingungen ist, die als Oberténe vorkommen. Bei einer schwingenden Saite wird
der k-te Oberton durch Beriihren an der Stelle ﬁ hérbar (s. Abbildung 5.8).

D
172

1/3

T >
TR o o <>

1/7

T S o o o o> >

Abbildung 5.8: Obertone einer schwingenden Saite (Quelle: Wikipedia, Author: Qef).
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5.14.1 40000 Stellen von =

In der Episode Marge wird verhaftet (1993) steht Marge wegen Ladendiebstahls vor Gericht. Thr
Anwalt will die Glaubwiirdigkeit des angeblichen Zeugen Apu Nahasapeemapetilon in Zweifel
ziehen, in dem er andeutet, dessen Erinnerungen konnten falsch sein. Apu erwidert, dass er in
der Lage sei, die Zahl 7 bis zur 40 000-sten Stelle hinter dem Komma zu nennen. Die 40 000-ste
Ziffer sei eine 1.

Hétte Apu eine Zeitmaschine zur Verfiigung gehabt, so hétte er im Jahr 1995 die Bailey-
Borwein-Plouffe-Formel nachsehen konnen, welche eine beliebige Stelle von 7 ausspuckt, ohne
die Kenntnis der Stellen davor. Allerdings verwendet diese Formel das 16er-System.

Satz 5.14.8 (Bailey-Borwein-Plouffe-Formel, 1995). Es gilt:

=1 ( 4 2 1 1 )
=3 (- e s
k:016 8k+1 8k+4 8k+5 8k+6
In der Hexadezimaldarstellung von 7 ergibt sich
ac
k
m=2 15
k=0

mit
2 = Kleilﬂ mod 1) . 16J

Dann ist nach Satz 5.14.8
16" 7 = 4oy — 204 — 05 — 0

mit
0 16n—k—1

oy = —_—
Pt 8k — 1L

Von jedem einzelnen Summanden ist nun der ganzzahlige Teil zu entfernen. Dies geht wie folgt:
dndere oy ab zu

n—1 n—k—1 o0 n—k—1
16 mod (8k + ¢ 16
a} = E ( ( >) + —_—
= 8k + ¢ — 8k + ¢

0

Dann ist:
16" ' = 40] — 20} — ol — 0 =6, mod 1

wobei 6, € [0,1) ist. Dann ist
zn = 16 - 6,

die gesuchte Ziffer im Dezimalsystem. Verwendet wurde die Gauf3-Klammer
|z] :=n€Z mit x—nel0,1)

Dann ergibt sich auf einem Rechner z49900 = 1.
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Kapitel 6

Trigonometrische Funktionen

6.1 Diskrete Fouriertransformation

Sei ¢ = €2™/N ¢ C eine primitive N-te Einheitswurzel. Sie ist eine komplexe Losung der
Gleichung
xN =1

Alle Losungen dieser Gleichung sind gegeben durch die Potenzen von (:
CO Cl o CN_l

Daraus formen wir die Vektoren

z

(17 C_a <27 e 7<N71) € CN
(17 Ck, <2k7 o 7C(N—1)k:) ccN

Zk
Indizieren wir noch Vektoren in CV wie folgt:

f=for- - fn)ecy

so schreibt sich das Standard-Innenprodukt auf CV wie folgt:

N-1

(a,b) = Z ayb,

v=0

0

Lemma 6.1.1. Die Vektoren 2°,..., 2N~ bilden eine Orthogonalbasis von CV.

Beweis. Dies folgt aus den Orthogonalitatsrelationen:

N-1 N-1
E 0\ _ vk —vl _ i () _
(6.1) (27,25 = ¢ =D e = Noe
v=0 v=0

Letztere Gleichheit gilt, da ¢ = ¢*~¢ fiir k # ¢ eine N-te Einheitswurzel ist und

0= 1-¢" =1+ &4 N
1-¢
Es handelt sich also um N paarweise orthogonale Vektoren in CV. O
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Als Konsequenz ergibt sich, dass ein Vektor f € CV eine Koordinatendarstellung beziiglich
0 N-1
20, ..., 2 hat:

| Nl 1 M=t 1 /N 1
%= Z ayNoge = N Z a2, ) = N <Z O‘fzé’zk> B NU’ )
=0

v=0 =0
Die GroBe (f, 2F) heift diskreter Fourier-Koeffizient von f. Dieser hat die Darstellung

N-—1
b= (f,25) = > fC =a(F)
v=0

mit dem Polynom
N-1

(X)) =Y fX"eC[X]
v=0

Bemerkung 6.1.2. Der diskrete Fourier-Koeffizient by, ist periodisch:

b = bk+nN
Dies ergibt sich aus
w(ct) =e ()
wegen, -
RN kN = ¢
da (N =1 ist.

Definition 6.1.3. Der Vektor
F(f) = (bo,...,bn-1)
heif$t Diskrete Fourier-Transformierte (DFT) von f.
Bemerkung 6.1.4. F ist die Multiplikation mit F*, wobei F' die Vandermonde-Matriz ist:

1 1 e 1
1 ¢ ... ¢V
F=1. ) .
1 CNfl o C(Nfl)(Nfl)
Die Orthogonalititsrelationen besagen:
1
Fl=_F*
N
Als Konsequenz ergibt sich:
RRA 1
— —k\ _ kv Tk
o= O = 7 3 b = (e
mit dem Polynom
N—1
(X)) =) bX"€CX]
v=0

fiir die inverse diskrete Fourier-Transformation (IDFT).
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6.1.1 Schnelle Fourier-Transformation

Wir verwenden die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts, nur dass jetzt ein Index N zusétzlich

verwendet wird. D.h. (y = €2™/N sei die primitive N-te Einheitswurzel, und es sei

N-1)k
ZN_(l (N’ ""7<](V )>€CN
Weiter setzen wir voraus, dass N = 2" eine Zweierpotenz sei. Den Vektor
f = (va"'afN—l) S CN

zerlegen wir in einen geraden und einen ungeraden Anteil:

f=g9+u

g = (f0,0,f2,0,..., fn—2,0)

U= (O7f1707f37 e 7O7fN—1)

Entfernen der Nullen ergibt:

g = (gu) € CN/Qa 9u = §2,u

u=(u,) € cN?, Uy = U2ypp1
Der diskrete Fourier-Koeffizient by, ; hat auch eine Zerlegung:

by = (f,28) = (3, 25) + (@, 2)

Dabei ist
N/2-1 N/2-1 N/2-1
(§,2%) = —% (2u —~7skk —pk _ k
9,2N) = Gope Jope = 9ulny2 = (95 Zny2)
=0 pn=0
N/2-1 N/2-1
=k —2moutl)k _ — 2k — 27k
(U, zy) = Ugpy1e N =e N Z Goupre V2 = (R (u, ZN/Z)
n=0 pn=0
Es ist also

biN = (9, 2N /0) + N (s 2hje), k=0, N =1

d.h. der Fourier-Koeffizient fiir N zerlegt sich in einen Fourier-Koeffizient fiir N/2 und einen
»getwisteten“ Fourier-Koeffizienten fiir N/2. Weiter gilt:

k k+N/2

ZN/2 = ZN)2

und
k+N/2 _ N/2
N

CN = —CN
Es ergibt sich damit:

b — L (9 7Ny2) + R 2 ), k< N/2
(g, z]i//évﬂ> + (k N/2<u, zi,}év/z), k> NJ/2

Die DFT bei Lange N reduziert sich somit auf die DFT bei Lange N/2, und wir kénnen dies
solange fortsetzen, bis wir bei Lange 2 angelangt sind. Dies ergibt einen Teile-und-Herrsche-
Algorithmus zur Berechnung des diskreten Fourier-Koeffizienten bei Lange N = 2™.
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6.1.2 Fourier-Reihen

Bekanntlich lisst sich jede integrierbare Funktion f: [0,L] — R mit f(0) = f(L)! in eine
Fourier-Reihe entwickeln:

f(ﬂ?): Z ﬁke%rikx/L

k=—oo
Fiir den Fourier-Koeffizient 8 (k € Z) gilt:
L
(6.2) b= [ F@e I dn = (f, )
0
mit

1 .
ex: [0, L] - C, z+— ze%Zkz/L

Diskrete Approximation des Fourier-Koeffizienten

Gehen wir von einer dquidistanten Abtastung der periodischen Funktion f aus, so haben wir
zunéchst die Zerlegung des Intervalls [0, L]:

L
h—N, r,=vh, v=0,...,N—1
und die Werte
fv=f(z)
Dann ergibt sich mit einer Rechteck-Approximation des Integrals:
L N—1 (V+1)L/N N—1
Br = 1/f(:c)62”k‘”/L dz =+ Z / f(x)e 2R/l gy ~ 1L Z frem Wk = lbk
L L LN Y N
0 v=0" LN v=0

wobei by, der diskrete Fourier-Koeffizient ist. Bei der Rechteck-Approximation wurde folgender-

maflen approximiert:
vL

@)~ for wm

¥L LH)L} ist.

WGDDIG[N, N

Bemerkung 6.1.5. Die Approximation

by,
5k~N

ist nur gut fir |k| klein, denn by, ist periodisch, wihrend oft By, — 0 fir |k| — oo.

Approximierte Fourier-Reihe

Sei N aus Bemerkung 6.1.5 gerade und oy, = %. Dann gilt:

ag ~ B, k=0,...,N/2—-1
Qg = QN = Bk, k=-N/2,...,—1
und wir approximieren:
N/2
f(:L‘) ~ Z O%627rikz/L
k=—N/2

!Die Bedingung bedeutet, dass f zu einer periodischen Funtion auf R fortgesetzt werden kann.
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Digitale Signaliibertragung

Zur digitalen Ubertragung eines analogen Signals f: [0,L] — R taste N Werte équidistant ab
und erhalte (normierte, periodische) diskrete Fourier-Koeffizienten oy (k € Z). Ubermittle diese
fir k =—N/2,...,N/2 an den gewiinschten Zielort und rekonstruiere dort das analoge Signal

N/2

Z ak€27rika:/L

k=—N/2
Das Ergebnis ist eine Glattung bzw. Datenkompression, bei der die hochfrequenten Anteile
vernachlassigt werden.

6.2 Trigonometrische Interpolation

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine 27-periodische Funktion f an dquidistanten Stiitzstellen
mit trigonometrischen Summen zu interpolieren. D.h. fiir unsere Funktion f gilt:

f(@ +2m) = f(2)

und die trigonometrischen Summen haben die Form:
n
Ta(w) = 3 e
k=0

Das Interpolationsintervall ist [0, 27] mit dquidistanten Stiitzstellen

2T
n+1"

Tk = k:(),...,n

Satz 6.2.1. Das Interpolationsproblem ist eindeutig l6sbar. D.h. zu yg, ..., yn € C gibt es genau
eine Funktion

n
To(z) =Y we™™
k=0
mit Tp(x,) =y, firv=20,...,n.

Beweis. Setze w = €i®, wy, = i@ = ent1¥ ynd
n
k
P (X) = Z VX
k=0

Dann gilt:

Ty (x) = Po(w)
Yo = Tn(wy) = Pp(wy)

Weil das Interpolationspolynom P, (X) nach Satz 4.1.3 eindeutig bestimmt ist, ist es auch
To(x). O]
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Berechnung der Koeffizienten

Die Koeffizienten vj des trigonometrischen Interpolationspolynoms 7}, (z) berechnen sich wie
folgt:

R 1 «
— Vefilz:rk — » —v
W= g DY T DU
v=0 v=0
Beweis.

n n n n n
Dovwpt =) Palw)wp =YD e =Y ey
v=0 v=0

v=0 (=0 v=0 (=0
wobei die letzte Gleichheit gilt wegen

27i
k
wg —= en+l v fd w,]j

Somit ergibt sich

n n n n n n
S g =) i =Dy wl (*:) D v (04 Dok = yi(n +1)
=0 =0 =0 =0

v=0 (=0

woraus die Behauptung folgt. Dabei gilt (x) wegen der Orthogonalitatsrelationen (6.1). O

6.3 Multiplikation grofler Zahlen

Eine Anwendung der schnellen Multiplikation grofler Zahlen tritt bei der Verschliisselung von
Daten im Internet auf. Diese wird in Abschnitt 7.1 behandelt.

6.3.1 Multiplikation iiber komplexe DFT

Die Multiplikation zweier m-stelliger natiirlicher Zahlen nach der Schulmethode lasst sich zu-
riickfithren auf m? Multiplikationen einstelliger Zahlen. Dies ist fiir groie m schon sehr aufwin-
dig.

Eine erste Idee zur Abhilfe ist es, Zahlen als Polynome aufzufassen. So ist etwa die Zahl
g = 5821 in ihrer Dezimaldarstellung:

¢g=1+2-10+8-10>+5-10% = Q(10)
fiir das Polynom
Q(X)=1+2X +8X? +5X3 ¢ Z[X]
Das Produkt zweier Zahlen ergibt sich dann {iber das Produkt R(X) = P(X) - Q(X) zweier
Polynome mit anschlieBender Auswertung
pq = R(10)

Dies funktioniert iibrigens nicht nur fiir Dezimalzahlen sondern auch fiir eine beliebige Basis ¢
einer g-adischen Darstellung von Zahlen:

n
_ i
a = g a;g
i=0

mit a; € {0,...,9 —1}.

Das Problem ist dabei, dass die direkte Multiplikation zweier Polynome von Grad n — 1
ebenfalls n? Multiplikationen benétigt. Ziel ist es nun, diese Multiplikation zu beschleunigen.
Nehmen wir an, dass deg R = m — 1 ist. Dann betrachten wir folgende Methode:
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1. Evaluiere P und @) an m Stellen xg,...,Zm—1.
2. R(zs) = P(zs) - Q(xs) evaluiert R an m Stellen.
3. Bestimme daraus die Koeffizienten von R (d.h. interpoliere).

Schritt 2 benotigt nur m Multiplikationen. Es werden also effiziente Wege zur Realisierung
der Schritte 1 und 3 gesucht.

Hilfreich ist es, fiir x5 m-te Einheitswurzeln, also Losungen der Gleichung X™ = 1, zu
verwenden. Im Komplexen ist dann

—2mis/m _ WS

Ts=e¢€
mit der primitiven m-ten Einheitswurzel w = €2™/™. Die Auswertung eines Polynoms AX) =
m—1

> a; X! an der Stelle z ist dann
t=0

[y

m—
g = A(w—s) _ Z ate—Qm’st/m
t=
was nichts anderes ist als der s-te Koeffizient der Diskreten Fourier-Transformation (DFT). Diese

Fourier-Koeffizienten kann man effizient mit der schnellen Fourier-Transformation (FFT), wie
in Abschnitt 6.1.1 behandelt, berechnen. Nun gilt:

Satz 6.3.1 (Faltungssatz). Die Fourier-Koeffizienten eines Produkts R(X) = P(X)-Q(X) sind
die Produkte der Fourier-Koeffizienten der Polynome P(X) und Q(X).

Dies hat zur Folge, dass die Koeffizienten des Produkts R(X) iiber die inverse DFT (IDFT)
gewonnen werden konnen. Genauer ist

s 1 .
_ ——ty — 2mist/m
(6.3) at A(w™) — E ase

s=0

m—1

falls A(X) = 3. @,X* das Fourier-transformierte Polyonom zu A(X) ist. (6.3) besagt, dass

s=0
die IDFT ebenfalls mit FFT berechnet werden kann, wobei die Einheitswurzel w durch ihre
Komplex-Konjugierte w zu ersetzen ist.

Diese Methode ist fiir grofle Zahlen wesentlich effizienter als die naive Multiplikation von
Zahlen. Allerdings hat man mit Rundungsfehlern bei der DFT im Komplexen zu tun.

6.3.2 Multiplikation iiber modulare DFT

Um die FFT-Methode fiir das Multiplizieren von Polynomen fiir die Multiplikation grofler Zahlen
zu verwenden, ohne dass Rundungsfehler auftreten, wird in Kongruenzen modulo einer grofien
Zahl der Form N = 22" +1 gerechnet. Fiir grofie N ist ein Produkt ganzer Zahlen p- g dasselbe
wie p-q mod N. Der Vorteil bei dieser Wahl von N ist, dass wegen

22 = 1 mod N und 4%" =222" = (22w)2 =1 mod N

4 eine primitive 2%-te Einheitswurzel ist. Dies bedeutet, dass 2F-te Einheitswurzeln fiir k£ < w
Zweierpotenzen sind. Die Fouriertransformation mit 2*-ten Einheitswurzeln modulo N lisst sich
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unter Verwendung von Shift-Operationen auf Binarzahlen effizient berechnen. Dies lasst sich
ausnutzen, um die Multiplikation grofler ganzer Zahlen mit n Bits via modularer Arithmetik
mit einer Komplexitit von

O(nlog(n) log(log(n)))

zu berechnen, was wesentlich effizienter ist als die Schulmethode mit einer Komplexitédt von
O(n?). Es wird vermutet, dass O(nlog(n)) eine untere Komplexitiitsschranke fiir die Multipli-
kation zweier ganzer Zahlen ist.

Sowohl die komplexe als auch die modulare Variante der Multiplikation grofler Zahlen sind
als Schonhage-Strassen-Algorithmus bekannt.

6.4 FEulers Formel und die Existenz Gottes

Die Gleichung A
e +1=0

von Leonhard Euler kommt als Buchtitel vor in Lisas Biichersammlung, mit der sie sich auf ihre
Karriere als Baseball-Trainerin vorbereitet.

Ein weiterer Auftritt dieser Gleichung ist in Homer?, wo sie Homer Simpson in der dritten
Dimension erscheint.

Fiir manche ist diese Formel ein Beweis fiir die Existenz Gottes, da in ihr die verschiedenen
mathematischen Disziplinen: Arithmetik (0 und 1), Algebra (i), Geometrie (7) und Analysis
(e) vereint sind, was kein Zufall sein kann.

Allerdings kann das Wesen Gottes mit unserem begrenzeten menschlichen Verstand nicht
erfasst werden!

Obwohl rationale Argumente fiir die Existsez Gottes bemerkenswert sind und auch von
den Kirchenvatern gelegentlich ins Feld gefiihrt wurden, ist die Erkenntnis Gottes, die aus
personlicher geistlicher Erfahrung stammt, von viel groflerer Bedeutung:

Selig die Reinen im Herzen, denn sie werden Gott schauen. (Mt 5, 8)

Die Heiligen Kirchenvéter bekennen die Wahrheit dieser Aussage, da ihnen die Vision Gottes
gewihrt wurde nach einem Liuterungsprozess, in welchem sie die Geistkraft? von aller durch
Siinden erzeugten Unreinheit befreiten und so mit diesem das Unerschaffene Licht sahen. Sie
sagen, dass jeder Mensch diesen Zustand der Seele erreichen kann durch die Heilige Taufe in der
Orthodoxen Kirche und danach (da wir stédndig in die Siinde fallen) durch Gebet, durch den
geistigen Kampf gegen die Leidenschaften, durch sorgfaltige Gewissenspriifung und indem wir
wahrend der Heiligen Beichte einem Priester alle Unreinheiten unserer Seele offenbaren.

Es geht der Orthodoxen Tradition gerade nicht um eine spekulative Aussage tber Gott,
sondern deren Ziel ist die Teilhabe am Gottlichen Leben. Die Propheten, die Apostel und
die Heiligen erfuhren diese Teilhabe und zeigten danach den Weg dazu auf. Dabei sprechen
sie von Erfahrungen, die in menschlichen Worten nicht fassbar sind. Der Weg zu diesem Ziel
des geistlichen Lebens ist zuerst die Erkenntnis, dass ich in meinem gegenwértigen gefallenen

2Griechisch: vovs (Nous). Dieses Wort hat in den westlichen Sprachen keine adiquate Entsprechung. Es
beschreibt das Organ der Seele, mit welchem der Mensch mit Gott kommunizieren kann. Durch den Siindenfall
ist dieses Organ erkrankt und bedarf der Heilung. In einem geistlich gesunden Menschen funktioniert es korrekt
und befdhigt ihn zur Teilhabe am Gottlichen Leben.
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Zustand nicht in der Lage bin, die Gebote Gottes zu erfiillen. Darauthin beschreite ich den
Weg der Umkehr® und bin bereit, mit Gott zusammen an meiner eigenen Heilung des Nous zu
arbeiten. Dies wird Synergie genannt. Die Kirche sieht sich dabei als Krankenhaus und wendet
die vom Heiligen Geist inspirierten Heilmittel (die Mysterien) an. Christus selbst ist der Arzt.
Der in der Kirche geheilte Mensch ist fahig, am Gottlichen Leben teilzuhaben und ist auch fahig
zur selbstlosen Liebe geméf gottlichem Gebot.

Die Orthodoxie ist also der Weg
Lauterung < Erleuchtung < Verherrlichung

mit < wie in Beispiel 5.1.22 definiert, der fiir jeden Menschen bereit steht und mit der Laute-
rung des Nous beginnt. Wenn dabei der Eindruck entsteht, dass man schon auf der Stufe der
Erleuchtung ist, ist dies ein sicheres Zeichen der eigenen Verblendung und des tief Gefallenseins.
Denn dann hat man nicht die wahre Demut erreicht. In jedem Fall ist es sehr empfehlenswert,
mit einem geistlichen Vater iiber den eigenen geistlichen Zustand zu sprechen. Der geistliche
Vater soll dabei danach ausgewahlt werden, in wieweit er fortgeschritten ist auf dem Weg des
geistlichen Kampfes, am besten selbst schon auf der Stufe der Erleuchtung stehend.

3gr. Metanoia (Reue)
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Kapitel 7

Kryptographie

7.1 RSA-Kryptographie

RSA' ist ein asymmetrisches kryptographisches Verfahren zum Verschliisseln oder zum digitalen
Signieren.

7.1.1 Die eulersche Phi-Funktion

Die eulersche Phi-Funktion phi(n) gibt fiir jede natiirliche Zahl n an, wieviele zu n teilerfremde
Zahlen es zwischen 1 und n gibt:

d(n) :=[{aeN|1<a<nund ggT(a,n) = 1}|
Die Phi-Funktion ist schwach multiplikativ, d.h. fur teilerfremde m, n gilt:

¢(m-n) = ¢(m) - p(n)

Beispielsweise ist

$(18) = ¢(2) - ¢(9) =1:6 =6
Bemerkung 7.1.1. ¢(n) ist die Anzahl der invertierbaren Elemente modulo n.
Zur Berechnung von ¢(n) lasst sich folgendes sagen:

Lemma 7.1.2. Ist p eine Primzahl, so gilt:
1. ¢(p)=p—1
2 o) =pt (1= 1) fir k> 1.

Beweis. 1. p ist zu allen Zahlen zwischen 1 und p — 1 teilerfremd, aber nicht zu p. Dies sind
genau p — 1 Zahlen.

k—1

2. p* ist genau zu den Zahlen p-1,p-2,...,p-p* ! zwischen 1 und p* nicht teilerfremd. Dies

sind genau
. 1
pF —phl = pk. (1_)
p

Stiick. O

benannt nach R.L. Rivest, A. Shamir und L. Adleman
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Es ergibt sich aus der Primfaktorzerlegung von n:
n = H PP
pln
und der schwachen Multiplikativitdt die Berechnungsformel
o(n) = Hpap <1 - 1) = nH (1 — 1)
pln P pln b

Wichtig fir die Kryptographie ist der Satz von Fermat-Euler:

Satz 7.1.3 (Fermat-Euler). Falls ggT(a,n) =1, so gilt:

a®™ =1 modn

7.1.2 RSA-Kryptosystem

RSA ist ein asymetrisches kryptographisches Verfahren, das Paare von Schliisseln verwendet.
Der private Schliissel ist zum Entschliisseln oder Signieren von Daten, und der offentliche
Schliissel ist zum Verschliisseln oder Uberpriifen von Signaturen. Der private Schliissel wird
geheim gehalten und ist nur sehr schwierig aus dem 6ffentlichen Schliissel zu berechnen.

Der offentliche Schliissel (public key) ist ein Paar (e, N), und der private Schliissel (private
key) ist ein Paar (d, N). N heiit der RSA-Modul, e der private Exponent und d der dffentliche
Exponent. Die Schliissel werden folgendermaflen erzeugt:

1. Wihle zufallig und stochastisch unabhéngig zwei Primzahlen p # g, fiir die in etwa gilt:
0.1 < |logy p — logy q] < 30

In der Praxis werden Zahlen der entsprechenden Lénge erzeugt und mit einem Primzahl-
test gepriift.

2. Berechne den RSA-Modul N = p - ¢ und die Eulersche Phi-Funktion
pN)=(p—-1)-(¢—1)
3. Wihle eine zu ¢(N) teilerfremde Zahl e mit 1 < e < ¢(N) als 6ffentlichen Exponenten.

4. Berechne den privaten Exponenten d als Losung von

(7.1) e-d=1 mod ¢(N)

Bemerkung 7.1.4. Die Kongruenz (7.1) wird mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus
(Satz 5.2.3) gelost. Aus Effizienzgrinden wird e nicht zu groff gewdhlt. Ublich ist die vierte
Fermat-Zahl:

e=2'%41=65537

Kleiner sollte e nicht sein, um nicht weitere Angriffsmaéglichkeiten zu bieten.
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Das Verschliisseln einer Nachricht m geht so:
c=m® mod N

Der Geheimtext ¢ wird dann an den Empfénger mit 6ffentlichen Schliissel (e, N) verschickt.
Dabei muss 1 < m < N gelten.

Der Geheimtext wird mit dem privaten Schliissel (d, N) folgendermafien entschliisselt:
m=c¢? mod N
Dies klappt aus folgendem Grund: es ist
1= ggT(e,¢(N)) =d-e+k-¢(N)

Dies ergibt:

(;) mdetko(N) = ;1 = mod N

¢ = mde
wobei (¥) gilt wegen m?) =1 mod N nach dem Satz von Fermat-Euler (Satz 7.1.3).
Beispiel 7.1.5. Schliisselerzeugung fiir Person B.
1. Wdihle p =11 und q = 13 als Primzahlen.
2. Der RSA-Modul ist N =p-q=143. $(N) = 10- 12 = 120.
3. Wahle e = 23: e ist teilerfremd zu N und kleiner als N.

4. Der erweiterte euklidische Algorithmus (Satz 5.2.3) liefert:
1 =ggT(23,120) =23-d+ k- 120
mit d = 47 und k = —9. Also ist d = 47 ist private Exponent.
Der Absender A mochte an B eine Nachricht m = 7 verschlisselt senden. Dazu berechnet A:
7% =2 mod 143
B entschliisselt den Geheimtext ¢ = 2:

24T =7 mod 143

Der Klartext ist also m = 7.

7.1.3 Binare Exponentiation

Das Ver- und Entschliisseln einer Nachricht m geschieht durch Exponenentiation. Ganzzahlige
Potenzen konnen durch ,fortgesetztes Quadrieren und gelegentliches Multiplizieren“ effizient
berechnet werden. Dies funktioniert fiir reelle Zahlen, Matrizen, elliptische Kurven bzw. fiir
beliebige Halbgruppen, d.h. wenn eine Verkniipfung das Assiziativgesetz befolgt.

Algorithmus 7.1.6. 1. Der Exponent k wird in seine Bindrdarstellung umgewandelt.
2. Ersetze jede O durch QQ und jede 1 durch QM.

3. @ bedeutet ,,Quadrieren und M bedeutet ,Multiplizieren mit x“
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4. Wende die resultierende Zeichenkette von links nach rechts auf 1 an.

Fir k > 0 beginnt die Binardarstellung immer mit der Ziffer 1. Also ergibt sich stets am
Anfang die Anweisung QM bzw. 12 - z = z. Deshalb kann die erste Anweisung QM durch z
ersetzt werden.

Beispiel 7.1.7. Sei k = 23. In Bindrdarstellung ist k = 10111. Dies ergibt QM Q QM QM QM.
Mit der Vereinfachung ergibt sich: Q QM QM QM angewandt auf x. D.h.

2% = <((x2)2-x)2-:c> .x

Bemerkung 7.1.8. Beim Rechnen modulo N wird nach jedem Rechenschritt () oder M jeweils
modulo N reduziert.

7.1.4 Padding

In der Praxis wird das oben beschriebene RSA-Verfahren nicht eingesetzt, da es mehrere
Schwéchen hat.

Zunéchst ist das Verfahren deterministisch. Ein Angreifer kann also einen Klartext raten,
ihn mit dem offentlichen Schliissel verschliisseln und dann mit einem Chiffrat vergleichen. Legt
der Angreifer eine grofie Tabelle von Klartext-Chiffrat-Paaren an, so hat er ein ,, Wérterbuch*
zur Hand, welches ihm beim Analysieren von verschliisselten Nachrichten hilft.

Gilt ¢ = m® < N, so kann ein Angreifer die ganzzahlige e-te Wurzel von ¢ ziehen und erhélt
den Klartext m.

Da das Produkt zweier Chiffrate selbst ein Chiffrat ist:
m§-m§ = (mq-mg)® mod N

kann ein Angreifer ein Chiffrat ¢ = m® mod N modifizieren zu ¢ = ¢-r® mod N und den
Empfanger bitten, den unverfianglichen Text ¢ zu entschliisseln, was m’ = m-r mod N ergibt.
Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus (Satz 5.2.3) hat der Angreifer dann den Klartext
m=m'-r"1 mod N.

Angenommen, es wird dieselbe Nachricht m an e verschiedene Empfanger mit demselben
offentlichen Exponenten e, aber paarweise teilerfremden Moduli NV; versandt. Dann muss ein
Angreifer nur die Kongruenzen

z=m® mod N;, i=1,...,¢

simultan 16sen, was mit dem Chinesischen Restsatz (Satz 7.1.9) ein z = m® mod [[N; ergibt.
Wegen x < [] NV;, kann nun die ganzzahlige e-te Wurzel aus m® gezogen werden, um den Klartext
m zu berechnen.

Satz 7.1.9 (Chinesischer Restsatz). Seien mi,...,me paarweise teilerfremde Zahlen. Dann
existiert fir jedes Tupel aq,...,a. ganzer Zahlen eine ganze Zahl x, welche die simultane Kon-
gruenz

r=a; modm;, i=1,...,¢e

erfillt. Alle Lésungen dieser Kongruenz sind kongruent modulo M :=mq - - - me.
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Beweis. Fiir jedes i sind m; und M; := M /m; teilerfremd. Daher existieren nach Satz 5.2.3 zwei
Zahlen r; und s; mit
1=rym; + s;Mi

Setze e; := s;M;. Dann gilt:

e; =1 modm,
ei=0 modmj, j#i
e
Die Zahl x := ) aje; ist dann eine Losung der simultanen Kongruenz. O
i=1
Um derartige Angriffe zu verhindern, wird der Klartext durch eine Zeichenfolge R mit vorge-

gebener Struktur ergénzt, die eine Randomisierung beinhaltet (Padding). Es wird also nicht die
Nachricht M, sonder der Klartext mit angehangtem R verschliisselt, was bei geeigneter Wahl ei-
ner Padding-Methode Angriffe erschwert. Zur Berechnung von R kommen oft auch Zufallszahlen
zum Einsatz.

7.1.5 Sicherheit von RSA

Die Sicherheit des RSA-Kryptosystems beruht auf zwei mathematischen Problemen:
1. Faktorisierung grofier Zahlen
2. RSA-Problem

Das RSA-Problem besagt: Fiir gegebenes m¢ mod N und ein Paar (e, N) bestimme m.
Ziehe also die e-te Wurzel modulo zusammengesetztem N. Am vielversprechendsten scheint der
Ansatz zu sein, N zu faktorisieren: Hat ein Angreifer die Zerlegung N = p - g, so berechnet
er ¢(N) = (p —1)(¢ — 1) und kann aus e mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus den
privaten Exponenten d effizient berechnen. Bisher wurde allerdings kein Algorithmus zur Fakto-
risierung einer ganzen Zahl auf herkommlichen Computern gefunden, der in polynomieller Zeit
ablauft. Zurzeit wird empfohlen, dass N mindestens 2048 Bit lang sein soll, um die Dauer einer
Faktorisierung hinreichend lang zu halten.

Auf einem Quantencomputer sieht die Sache anders aus: 1994 entwickelte Peter Shor einen
Quanten-Algorithmus, der natiirliche Zahlen in polynomieller Zeit faktorisieren kann. Diese
Methode, falls sie eines Tages implementiert werden kann, macht RSA also unsicher.

Aus Effizienzgriinden wird RSA oft als Teil eines hybriden Kryptosystems genutzt. Die
eigentliche Nachricht wird dabei mit einem symmetrischen Verschlisselungsverfahren verschliis-
selt, wobei zum Ver- und Entschliisseln derselbe Schliissel benutzt wird. RSA wird dabei genutzt,
um den Schliissel auszutauschen. Dieses System kommt z.B. beim TLS-Protokoll im Internet
zum Einsatz.

Da im Laufe der Zeit Schliissellaingen immer gréfler werden bei gleich bleibender Sicherheit,
wird allméhlich RSA durch Kryptographie mit elliptischen Kurven ersetzt.

7.1.6 Ein Eine-Million-Dollar-Problem

Eine weitere Gleichung, die Homer Simpson in der dritten Dimension in Homer? erscheint, ist

P = NP
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Es handelt sich hierbei um eine Antwort auf das P-versus-NP-Problem der Informatik. P ist
die Klasse der Probleme, fiir die es einen Algorithmus gibt, der es in polynomieller Zeit 16st.
NP ist die Klasse aller Probleme, fiir die eine Antwort in polynomieller Zeit iiberpriift werden
kann. NP steht fiir non-deterministic polynomial time.

Ein Algorithmus lauft in polynomieller Zeit ab, wenn seine Laufzeit T'(n) nach oben durch
ein Polynom in der Grofle n der Eingabedaten beschréankt ist, z.B. heifit

dass die Laufzeit schlimmstenfalls quadratisch in n ist.

Ein Beispiel fiir ein Problem, das in NP liegt, ist die Faktorisierung natiirlicher Zahlen.
Es kann in polynomieller Zeit {iberpriift werden, ob eine gegebene Faktorisierung einer Zahl
stimmt. Allerdings ist kein polynomieller Faktorisierungsalgorithmus auf einem herkémlichen
Rechner bekannt. Falls P = NP gilt, dann lasst sich jedes Problem, dass in polynomieller Zeit
verifizierbar ist, auch in polynomieller Zeit 16sen. So muss es dann auch einen Algorithmus zur
Faktorisierung natiirlicher Zahlen geben, der in polynomieller Zeit ablauft. Bei P # NP ist dies
nicht zwingend der Fall.

Das P-versus-NP-Problem ist eines der sieben Millenium-Probleme, die das Clay Mathe-
matics Institute im Jahr 2000 ausgeschrieben hat. Wer eines davon zuerst 16st, bekommt eine
Million Dollar Preisgeld. Bisher wurde ein Millenium-Problem gelost, und zwar im Jahr 2002
von G.J. Perelman die Poincaré-Vermutung, der jedoch den Preis ablehnte.

7.2 Elliptische-Kurven-Kryptographie

RSA-Kryptographie wird derzeit alméhlich durch Kryptographie mit elliptischen Kurven er-
setzt, da diese bei gleicher Schliissellinge eine héhere Sicherheit bieten. Diese Art von Kryp-
tographie beruht auf dem Diffie-Hellman-Schliisselaustausch, der im folgenden Unterabschnitt
vorgestellt wird.

7.2.1 Diffie-Hellman-Schliisselaustausch

Fiir den Schliisselaustausch von Diffie und Hellman wird eine abelsche Gruppe (G,+) bendtigt,
bei welcher das diskrete Logarithmus-Problem (DLP) schwierig zu l6sen ist. Die Bedeutung der
beiden Begriffe wird sogleich erklart:

Das diskrete Logarithmus-Problem (DLP). Gegeben seien in einer abelschen Gruppe die
FElemente P und n - P, wobei n eine natiirliche Zahl sei. Bestimme nun n.

Definition 7.2.1. FEine abelsche Gruppe ist ein Paar (G,+), wobei G eine Menge und
+:GxG—=G

eine Abbildung (die Gruppenaddition) sei, fiir die folgende Bedingungen gelten:

1. (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz)
2. Es gibt ein Element 0 € G, sodass stets a +0 =0+ a = a gilt. (Nullelement)
3. Zu jedem a € G existiert ein —a € G mit a + (—a) = (—a) +a = 0. (Inverse)
4. a+b=b+a (Kommutativgesetz)

101



Hierbei seien a, b, ¢ beliebige Elemente aus G.
Beispiel 7.2.2. Beispiele fir abelsche Gruppen sind (Z,+) und (K,+) sowie (K \ {0},-) mit
Kec{QR,CI,}.

Zur Schreibweise. Die Gruppenaddition wird meist mit dem Symbol 4 bezeichnet. Dann
wird oft vereinfacht geschrieben:
nP:=P+..-+P
—_——
n mal

wobei n € NN ist.

Der Schliisselaustausch. Offentlich ist ein Element P € G.
Alice denkt sich eine geheime Zahl n € IN aus und veréffentlicht nP.
Bob denkt siche eine geheime Zahl m € IN aus und veréffentlicht mP.
Alice berechnet n(mP) = nmP = Q.
Bob berechnet m(nP) = mnP = Q.

Q ist der geheime Schliissel.

Sicherheit. Die Sicherheit des Diffie-Hellmann-Schliisselaustauschs beruht auf der Schwierig-
keit des diskreten Logarithmus-Problems. Denn findet ein Angreifer die Zahlen n und m heraus,

so hat er auch den Schliissel
Q =nmP

Beispiel 7.2.3. Die abelsche Gruppe (I, ) mit

Fy:={1,....,p—1}

fiir p prim hat die besondere Eigenschaft, dass sie zyklisch ist. Dies bedeutet, dass jedes a € ')
eine Potenz eines festen Elements t € T ist:

a=1t"

Das FElement t heift ein Erzeuger der zyklischen Gruppe. Das diskrete Logarithmus-Problem
bedeutet hier: gegeben sei ein Erzeuger t und a = t"™. Bestimme n.

Endliche Korper. Aufler den endlichen Korpern IF), gibt es noch weitere endliche Korper.
Diese werden folgendermaflen konstruiert: Es sei

I, [t] := {Polynome in ¢t mit Koeffizienten aus I}

Ein Polynom 7 € F,[t] heifit irreduzibel, wenn deg(mw) > 0 und es nur triviale Zerlegungen
hat:
n=f-g = [feF, oder geTF)

Gegeben sei ein irreduzibles Polynom 7 € IF,,[t], und es sei n := deg(w). Dann ist

Fpn := Fp[t] /7, [t] ;== {Reste von f € IFp[t] modulo 7}
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mit der Addition und Multiplikation von Polynomen modulo 7 ein Korper.

Die erste Beobachtung ist, dass jedes Element a € IF)» eine Linearkombination der Elemente
1,t,...,t" ! ist. Dies bedeutet, dass IFpn ein Vektorraum iiber IF, der Dimension n ist. Folglich
hat der Korper F,» genau p™ Elemente.

Die Konstruktion liefert auch alle méglichen endlichen Korper. Denn es gilt:
Satz 7.2.4. Jeder endliche Korper ist isomorph zu einem der Korper Fpn.

Beispiel 7.2.5. Das Polynom m = t> +t + 1 € Fy[t] ist irreduzibel, da es keine Nullstellen in
Fy hat (Nullstelle ist gleichbedeutend mit Linearfaktor). Also ist

Foye :]FQ-l—i-]FQt:{O,l,t,t—i-l}

Die Multiplikationstabelle ist

. 1 t t+1
1 1 t t+1
t t t+1 1
t+1]t+1 1 t

Charakteristik eines Korpers. Die Charakteristik eines Korpers K ist die kleinste positive
natiirliche Zahl n, fir die gilt
n-1 K = 0 K

wobei 1x und Ox das Einselement bzw. das Nullelement von K seien. Falls keine derartige
natiirliche Zahl existiert, so definiert man dass die Charakteristik von K Null sei. Die Charak-
teristik von K wird als char(K) geschrieben.

Satz. Die Charakteristik eines Korpers ist entweder Null oder eine Primzahl.

Beweis. Sei n = char K > 0, und sei n = a - b eine Zerlegung. Beachte, dass a # 0 und b # 0
ist. Dann gilt
a-lK-b-lK:OK

wobei a - 1g # O und b- 1x # O, was in einem Korper nicht sein kann. Denn sonst wiirde in
K gelten:

1

b'lK:bacfl~1K:b-1K-a-1K‘a* ‘1K:OK'CL71'1K:0K

ein Widerspruch. O

Beispiel. Fs gilt:
char (Fpn) =p
X

Bemerkung 7.2.6. Diec multiplikative Gruppe (]Fpn, -) ist zyklisch. Dies bedeutet, dass sie eben-
falls fiir den Diffie-Hellman-Schliisselaustausch interessant ist.

7.2.2 Elliptische Kurven

Historisch sind elliptische Kurven aus dem Versuch der Berechnung der Bogenlénge einer Ellipse
hervorgegangen. Wir werden im Folgenden diesen Weg nachzeichnen.
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Elliptische Integrale. Die Bogenldnge L einer Ellipse ist als folgendes Integral darstellbar:
bl
L= 4a/\/1 — k2sin?tdt
0

mit k = 7“12;_1’2 und den Halbachsen a und b. Das Integral ist ein Beispiel eines elliptischen

Integrals 1. Art:
¢
:/ V11— k2sin?tdt
0

Ein solches Integral kommt auch in den Vorlesungen Kartenprojektionslehre (Master) sowie
Grundlagen kinematischer und dynamischer Modelle der Geoddsie (Bachelor) vor. Mit der Sub-
stitution z = sint wird daraus

1 — k?z?
dx
\/1—x2 (1 — k222)

Ein allgemeines elliptisches Integral ist gegeben als

[ A@+B@)
x)_/C(xH—D(x) 50 -

wobei A, B,C, D Polynome und S ein Polynom von Grad 3 oder 4 sind.

Beispiel.

) / a in(z)
z) = | —— = arcsin(z
/ V1—t2
ist ein elliptisches Integral. Abel erkannte, dass es besser ist die Umkehrfunktion zu betrachten.

In diesem Beispiel ist diese sin(x), eine periodische Funktion.

Elliptische Funktion. Eine elliptische Funktion p ist die Umkehrfunktion eines elliptischen
Integrals 2. Art. Fiir k£ #£ 0 sind elliptische Funktionen doppelt periodisch:

p(u+ma) = p(u+np) = p(u)

fiir gewisse o, 8 € C mit 3 §é R. Eisenstein erkannte umgekehrt, dass doppelt periodische
Funktionen elliptisch sind.

Die allgemeine Form einer elliptischen Funktion ist

f(z) = Z (2 + mwy + nwy) ™2

m,n€Z

mit den Perioden wq,wsy € C, §é R. Die Funktion

y(z) = Z (2 4 mwy + nws) 2 — Z (1w + nwy) 72
m,neZ m,neZ\{0}

erfiillt eine Differenzialgleichung der Form

y'(2)* = p(y(2))

wobei p(X) ein Polynom von Grad 3 mit nur einfachen Nullstellen ist.
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Weierstraf3-p-Funktion. Die Weierstraf3-p-Funktion ist

p(z) =272+ Z (2 4+ mw1 + nwa) 2 — (Mmwy 4 nwy) 2
m,neZ\{0}

Diese erfiillt die Differenzialgleichung
¢'(2)? = 4p(2)° — g20(2) — 93
mit Koeffizienten go, g3. Setzt man = := p(z) und y := ©/(z), so erhélt man die Gleichung
E:y® =4da® — gz — g3

einer elliptischen Kurve. Auf Grund der Konstruktion kann man einsehen, dass die elliptische
Kurve E isomorph zu C/A mit dem Gitter

A = {mw; +nwy | m,n € Z}
eine abelsche Gruppe ist.
Elliptische Kurven iiber einem Korper K. Formal ist eine elliptische Kurve iiber dem
Korper K eine nicht-singuléare projektive algebraische Kurve von Geschlecht 1. Die Gleichung
E:y =x4ar+b

mit a,b € K ist die Weierstrafi-Normalform und gilt falls char(K) # 2,3 ist. Das Polynom
f(x) = 23 + ax + b hat keine doppelte Nullstelle. Auf einer elliptischen Kurve kann wie folgt
geometrisch definiert werden: Zunachst sind die K -rationalen Punkte gegeben als

E(K)={(z,y) € K*|y* =2* + ax + b} U {0}

mit dem Punkt O ,,im Unendlichen“. Dieser Punkt kann in der projektiven Ebene PP? iiber die
Homogenisierung der Gleichung fiir £ gefunden werden:

y?z = 2 + axy® + b3
und fiir z = 0 ergibt sich = 0 und y = 1 (projektive Koordinaten!). Also ist O = (0:1:0).
Als néchstes wird beobachtet, dass EF symmetrisch zur x-Achse ist:
P=(z,y) € E(K)= —P:= (z,—y) € E(K)

Definiere noch —O := O. Weiter seien P,Q € E(K). Dann schneidet die Gerade L durch P und
@ die Kurve FE in einem dritten Punkt R € E(K). Also kann definiert werden:

P+Q:=Q+P:=—-R
P+O=0+P:=P
P+ (-P):=0
Falls P = @, so sei L die Tangente an P. Falls L einen zweiten Punkt R € F(K) trifft, so sei

dann
2P .= —R

andernfalls sei
2P = —P

Es gilt:
Satz. (E(K),+) ist eine abelsche Gruppe mit dem Nullelement O.
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Elliptische Kurven iiber I,». Sei nun K = IFj». Es gilt mit ¢ = p™:

Satz (Hasse-Schranke). Fir die Anzahl |E(K)| der K-rationalen Punkte auf einer elliptischen
Kurve E gilt:

IE(K)| = (¢+ 1] <2Vq

Folglich gibt es fiir grofle n in etwa ¢ = p" K-rationale Punkte auf der elliptischen Kurve
E. Dies ist fiir die Erzeugung von Schliisseln interessant. Weiter gilt: F(K) ist zyklisch oder
Produkt zweier zyklischer Gruppen. Dies ist flir den Schliisselaustausch von Bedeutung, da der
offentliche Punkt P ein Element von moglichst hoher Ordnung sein soll:

nP = 0O mit minimalem n > 0 moglichst grof3

ECDLP.
e Es gibt zahlreiche geeignete elliptische Kurven iiber endlichen Korpern.

e Das elliptische-Kurven-diskrete-Logarithmus-Problem (ECDLP) ist schwerer als die Fak-

torisierung natiirlicher Zahlen oder als das DLP in ') mit ¢ = p".

e Bestmogliche Korper sind K = I, (p prim) oder K = Fan.

7.3 Quantenkryptographie

Da es in naher Zukunft leistungsfahige Quantenrechner geben wird, wird die RSA- oder elliptische-
Kurven-Verschliisselung unsicher werden. Ein Ausweg bietet die Quantenkryptographie. Bei der
Quantenkryptographie werden polarisierte Photonen verwendet, und die Gesetze der Quanten-
mechanik garantieren, dass ein sicherer Schliisselaustausch stattfinden kann.

Im BB84-Protokoll werden zwei Paare orthogonaler Polarisationszustiande verwendet:
e die rektilineare Basis: 0° und 90°
e die diagonale Bastis: 45° und 135°

Aus den Gesetzen der Quantenmechanik folgt, dass keine Messung die 4 verschiedenen Zusténde
unterscheiden kann, da sie nicht alle orthogonal zueinander sind. Denn eine Messung wahlt
eine Orthonormalbasis aus und das Messergebnis ist dann einer dieser orthogonalen Zusténde.
Beispielsweise konnen in der rektilinearen Basis nur die Zustande ,,horizontal“ oder ,,vertikal“
gemessen werden. Nach einer Messung ist das Photon im gemessenen Zustand, d.h. es findet
eine Veranderung durch die Messung statt.

Das BB84-Protokoll.

1. Alice legt eine Kodierungstabelle an, z.B.

1
+ —
X pN

N | o

2. Alice erzeugt ein zufilliges Bit (0 oder 1) und wahlt zuféllig eine ONB aus (rektilinear
oder diagonal) und sendet Bob ein Photon im entsprechenden Zustand. Diesen Prozess
wiederholt sie mehrfach.
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3. Bob wahlt jeweils zuféllig eine Basis und misst den Zustand des Photons.

4. Alice und Bob vergleichen ihre Folgen von Basen. Bei Ubereinstimmung behalten sie
jeweils das entsprechende Bit, andernfalls verwerfen sie es.

In etwa 50% der Félle haben Alice und Bob ein gemeinsames Bit. Die Folge dieser beibehaltenen
Bits ist der gemeinsame Schliissel. Um festzustellen, ob sie belauscht wurden, vergleichen Alice
und Bob eine ausgewéhlte Teilfolge ihrer Versionen des Schliissels. Falls Eva Informationen iiber
die Polarisierungen erlangt hat, muss es zu Ubertragungsfehlern gekommen sein. Falls zuviele
Bits unterschiedlich sind, verwerfen sie ihren Schliissel und wiederholen die Prozedur auf einem
anderen Quantenkanal.

Beispiel 7.3.1. Nehmen wir an, dass Alice die Basis + wdhit, und dass ihr Photon die Po-
larierung — hat. Wahlt Bob auch +, dann wird er — messen, und threr beiden Bits stimmen
tberein. Wahlt er jedoch x, so wird er entweder /' oder \, mit jeweils Wahrscheinlichkeit %
messen. Also gibt es eine Wahrscheinlichkeit von 50%, dass ihre Bits nicht tibereinstimmen.

Bemerkung 7.3.2. Nehmen wir an, dass Eva die Verbindung belauscht und ein Photon abfdngt.
Sie weiss nicht, welche ONB fiir dessen Polarisierung verwendet wurde. Also wdhlt sie zufdllig
eine und fihrt eine Messung durch. Falls die beiden ONB mnicht tbereinstimmen, wird ihre
Messung den Zustand des Photons andern. Dadurch kann sich ein Fehler bei der Ubertmgung
ergeben, der von Alice und Bob bemerkt wird.
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Kapitel 8

Approximation

Bei der Approximation geht es darum, eine (auch unbekannte) Funktion f durch eine einfachere
Funktion (z.B. Polynom) zu approximieren. Wir werden uns mit der linearen Approzimation
beschéftigen, bei der f durch eine Linearkombination vorgegebener linear unabhéngiger Funk-
tionen fi,..., f, approximiert werden soll:

Y i
=1

Hierbei spannen die Funktionen fi, ..., f,, einen Untervektorraum U des Raumes V = C|a, b]
der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] auf. Die Approximationsaufgabe besteht also
darin, f so gut als moglich durch ein Element eines vorgegebenen Untervektorraums U von V'
7zl approximieren.

Beispiel. Beispiele fir vorgegebene Unterraume von V = Cla,b] sind solche, die von Polyno-
men, trigonometrischen Funktionen, Exponentialfunktionen oder rationalen Funktionen aufge-
spannt werden. Z.B. von

1. flzl, f2:$, f3:x2,...,fn:x”_1.
2. fi=1, fo=cosz, f3=sinz, fy = cos2z, f5 =sin2zx, ...
3. f1:1, fzzealz, f2:€a2x,...

4' f1:17 f2:m7 f3:m;"'

8.1 Beste Approximation

Um eine Approximation bewerten zu konnen oder einen Approximationsfehler angeben zu
konnen, wird eine Norm auf dem Vektorraum V verwendet.

Sei K =R oder K = C und V ein K-Vektorraum.

Definition 8.1.1. Fine Norm auf V' ist eine Funktion ||-|: V' — Rx¢ mit folgenden Eigen-
schaften:

1. ||f]| = 0 genau dann, wenn f = 0.

2. Nafl = lelllfI fir a € K

3N+ gl < M7+ llgll
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Eine Norm definiert stets eine Metrik auf V' durch:

d(f,g) == IIf =gl
Uberpriifen wir noch, dass d tatsichlich eine Metrik ist:

Beweis. 1. d(f,g) = 0 gilt genau dann, wenn || f — g|| = 0. Dies gilt genau dann, wenn f—g = 0.
Genau dann ist f = g. Dies zeigt die Positivitét.
2. Die Symmetrie ergibt sich aus:

d(f,g) = Ilf =gl =11(=1)(g = Hll =1-1llg = fll = llg = fll = d(g, f)

3. Die Dreiecksungleichung gilt wegen:

dif,h)=\f=hl=If-g+g—=nhl <|f—gll+Illg—hll=d(f g)+dg,h)

Beispiel 8.1.2. Beispiele fir Normen auf V = Cla,b] sind:

1. L1-Norm: ,
1l = / ) de
2. L?2-Norm:
b 2
I£1o:= | [ 170 as
3. L*®°-Norm:
= t
11 2= ma £(0)

Nun kénnen wir eine beste Approximation aus dem Untervektorraum U an f definieren. Es
handelt sich dabei um ein ¢ € U mit

d(f,¢) = mind(f, ¢)

oeU

Satz 8.1.3 (Existenzsatz). Zu jeder Funktion f € V = Cla,b] und jedem endlich-dimensionalen
Untervektorraum U von V und jeder Norm ||| auf V ezistiert mindestens eine beste Approzi-
mation ¢ € U an f.

8.2 Gaufl-Approximation
Wir versehen nun V' = C[a, b] mit der L?-Norm. Eine beste Approximation beziiglich der L?-
Norm heiit beste L?-Approzimation.

Im Folgenden nutzen wir aus, dass die L?-Norm von einem Innenprodukt auf V' herkommt.
Es ist namlich

1flla = VA )
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wobei (-, -) das Standardinnenprodukt auf V ist:

b
(f.9) = / F(Hg(E) dt

Sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V' und qg € U. Wir betrachten nun
den Approximationsfehler fiir die Approximation von f € V durch ¢. Es gilt:

Lemma 8.2.1. Genau dann ist qg € U beste L?-Approzimation an f, wenn f — qAS orthogonal
zu U ist.

Beweis. <. Sei f — ¢ orthogonal zu U. Dann gilt mit ¢ € U beliebig:

lr=d =tr-b7-d=tr-b7-040-H=G-bf-0)+{-do-9
~—_———
=0

=(f=ds-ar<|f-d|Ir-ol

Dabei gilt (f — b, — é) =0, da ¢ — ¢ € U ist. Die letzte Ungleichung ist die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Es folgt, dass

— bl < mi _
| £ =9 < minlis -9l
=. Sei K = R. Ist (;3 € U beste L?-Approximation und ¢ € U, so hat

A 2
Fy(t) == | £ = 6 — 9

in ¢ = 0 ein Minimum. Dann ist

0= Lpw =4 o] =2 h—t
== ¢()t0—dtHf—¢— 9 _=2-d-wal
wegen
%(a + bt,a + bt) = % ((a,a) + 2t{a,b) + t2(b, b)) = 2(a, b) + 2t(b,b) = 2(a + bt, b)

Es folgt, dass fiir jedes ¢ € U gilt:
d.h. f — gﬁ orthogonal zu U ist.
Sei nun K = C. Falls f — ¢ nicht orthogonal zu U ist, so existiert ein ¥ € U mit

Ohne Einschrankung sei ( f — &, 1) < 0. Ansonsten ersetze 1 durch e*®) fiir geeignetes Argument
a. Fir 0 <t << 1 gilt nun:

|r =6+ t|| =56+ 10,7 by
= (f =, [ — @) +t{f — b, 0) + (b, f — &) + (), 1))

<0

~ A ~112
<{f=ds—-d=|r-4

Dies bedeutet, dass gZS— t) € U eine bessere L?-Approximation als qﬁ ist, also gZ; nicht beste
L?-Approximation ist. O
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Hieraus ergibt sich die Eindeutigkeit:

Satz 8.2.2 (GauB-Approximation). Zu f € V = Cla,b] und endlich-dimensionalem Untervek-
torraum U von V gibt es genau eine beste L?-Approzimation ¢ € U.

Beweis. Seien ¢1, ¢ € U beste L2-Approximationen an f. Dann gilt fiir alle ¢ € U:
<f_¢315¢)> = <f_(£27¢> =0
Dann gilt auch: R R R R
0={(f—¢2—(f—¢1),8) = (1 — ¢2,9)
Also auch wegen ¢ — ¢ € U:

. S . . L2
0= (b1~ ba,b1 — 62) = |1 — &
Also ¢1 = ¢o. Dies beweist die Eindeutigkeit.
Die Existenz besagt schon Satz 8.1.3. O

Was noch fehlt, ist eine Methode, mit der die beste L?-Approximation berechnet werden
kann. Dazu gehen wir von einer Basis fi,..., f, von U aus. Die beste L?-Approximation ¢ hat

also die Form .
b= i
k=1

Fiir den Approximationsfehler f — <Z> ergibt sich mit ¢ € U:

0=(f-0,¢) = <f - kafk,¢> = (f,0) = > Wl fr, 0)
k=1 k=1

Dies bedeutet, dass die Koeffizienten ~1, ..., 7y, das lineare Gleichungssystem
n

(8.1) S fws fom=(f.fo), L=1,....n
k=1

16sen. Hierbei ist die Koeflizientenmatrix

A= ((fr, fe))

hermitesch bzw. symmetrisch. Sie ist sogar positiv definit. Denn fiir g = (%) gilt:

g Ag = "> Fomlf. fo) = (6, 0) = 6]

k=1

Die Gleichungen (8.1) heiflen Normalgleichungen. Deren eindeutig bestimmte Losung ergibt
die beste L?-Approximation. Idealerweise wird fiir U eine Orthonormalbasis fi, ..., f, heran-
gezogen. Dann folgt aus den Normalgleichungen

Y = (f, fx)

d.h. die beste Approximation ist in diesem Fall durch
k=1
gegeben.

111



F{x)=1/{1+x"2) Y
gi{x}=,9624— 5310x"2

T-8.1

T=8.3

Abbildung 8.1: Eine Funktion und ihre beste L?-Approximation durch quadratische Polynome.

Beispiel 8.2.3. Gesucht ist die beste L?-Approzimation an

1

-1, > R —
[ [-1,1] =R, T T

durch quadratische Polynome.

FEine Basis fiir den Untervektorraum U von C[—1, 1] aller quadratischen Polynome ist durch

fi=1, fo=ua, fy=21°

gegeben. Die Normalgleichungen sind durch folgendes lineare Gleichungssystem gegeben:

1 1 1 1
f dz f rdz f 2 dx f 1_7_:22
-1 -1 —1 N -1
1 1 1 71 1
[zde [ 2?dr [ a23dx Yo l=17 lﬂdfz
-1 -1 -1 N ]
1 1 1 73 Loy
f 2 dx f 3 dx f zt dx f T+x§
—1 -1 -1 —1
oder, dquivalent:
2 0 2/3\ [T 2arctan 1
0 2/3 0 Yo | = 0
2/3 0 2/5) \A3 2 —2arctan1
Dessen Losung ist
o 0.9624
Y2 | = 0
A3 —0.5310

Somit ist qAﬁ = 0.9624 — 0.531022 die beste L*-Approzimation aus U an f. Abbildung 8.1 zeigt f
und das beste L?-approzimierende quadratische Polynom an f. Effizienter ist die Verwendung
orthogonaler Polynome aus dem nachfolgenden Abschnitt.
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Trigonometrische Funktionen

Sei

Diese Funktionen sind ein Orthonormalsystem fiir den Untervektorraum von C[0,27], den sie

()
f: Z ,yyeiux

aufspannen. Ist

v=—00
eine Fourier-Reihe, so gilt
21
Ve = i(f fi) = 1/f($)€_ikx dx
2\ 2
0

Demnach ist

n
5= > met e

k=—n

die beste L?-Approximation an f. Glittung durch Herausfiltern der hochfrequenten Anteile ist
hier also die Verwendung einer besten L?-Approximation.
8.3 Orthogonale Polynome
Wir verwenden hier eine stetige Gewichtsfunktion
w: [a,b] = Rsp

und definieren damit ein gewichtetes Innenprodukt

b

<ﬁmw=/f®MWMﬂﬁ

a

auf V = Cla, b]. Es handelt sich dabei in der Tat um ein Innenprodukt:

Beweis. 1. Ist f # 0, so existiert ein Intervall I mit f(z) # 0 fiir alle z € I.. Dann ist

b
UJMZ/WW%@ﬁZ%UW%@ﬁ>O

D.h. (f, f)w = 0 impliziert f = 0.
2. (f,9)w = (g, f)w ergibt sich durch Einsetzen in das Integral.
3. Ebenso ergibt sich

<af +g>w = a<f7g>w
<f +gvh>w = <f7 h>w + <gah>w
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Das Innenprodukt (-, ), induziert auf V' eine Norm ||-||,, via

1
2

b
1l =V Frw = / )Pt dt

Orthogonale Polynome entstehen durch Orthogonalisierung von 1, X, X?2,...:

po=1
n—1
Xn
pn:X”—ZMp#, n=123,...
=5 (P Pulw

nach der Methode von Gram-Schmidt (s. Abschnitt 5.11). Es gilt, dass p,, ein normiertes Poly-
nom ist und orthogonal zu K[X],—1, den Polynomen von Grad < n — 1, ist.

Orthogonale Polynome erfiillen eine 3-Terme-Rekursion:
Satz 8.3.1 (3-Terme-Rekursion). Fiir orthogonale Polynome po,pi, ... gilt:
po=1, p1=X—=PBo, Pat1=(X—=PBn)pn—ViPn1
mitn =1,2,... Dabei ist

(XDn»pn) 9 (Pn>Dn)

e
" <pn7pn> " <pn—17pn—1>

Beweis. pp = 1 nach Konstruktion (Gram-Schmidt). Ebenso:

pr=X— <X’p0>po =X —fo
<p07p0>

Sein > 1 und sei
Gnr1 = (X = Bn)Pn — VoPn—1

Wir haben zu zeigen, dass ¢n+1 = pn41. Zunéchst sind ¢,41 und p,41 normierte Polynome von
Grad n + 1. Daher ist

"= Ppyl — oyl € K[X]p

Nun zeigen wir, dass ¢,+1 orthogonal zu K[X], ist. Dann ist auch r = p,4+1 — @n+1 orthogonal
zu K[X],, insbesondere
<Ta T> =0

also: gp+1 = Pp+1- Um unsere Orthogonalitdtsbehauptung zu zeigen, zeigen wir nacheinander,
dass gn+1 orthogonal zu p,, zu p,—1 und zu K[X],_o ist. Es gilt:

<Qn+17pn> = <Xpn,pn> - Bn<pn,pn> - 7727, <pnflapn> =0
~———r
=0

nach Definition von f,. Also ist ¢,+1 orthogonal zu p,. Weiter gilt:

<Qn+1’pn—1> = <Xpn7pn—1> - ﬁn <pnapn—1> _772L<pn—1apn—1>

=0 :<pn7pn>
= (XPn,Pn-1) —(Pn,Pn) = (Pn, XPn—1 —pn) =0
SN———r— S——

* eK[X]n—
(:)<pn7Xpn—l> [ } !
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Intervall w(z) orthogonale Polynome
[—1,1] 1 Legendre-Polynome
[—1,1] \/11_7 Tschebyschoff-Polynome
[~1,1] | (1 -2)*(1+2)% o8> —1 Jacobi-Polynome

(—00, 00) e’ Hermite-Polynome
(0,00) e Tz a>—1 Laguerre-Polynome

Tabelle 8.1: Einige Klassen orthogonaler Polynome.

wobei () gilt, da X nur reelle Werte annimmt:

b b

<Xpn7pn—l> = /tpn(t)pn—l(t)w(t) dt = /pn(t)tpn—l(t)w(t) dt

a a

Also ist g,41 orthogonal zu p,_1. Sei nun ¢ € K[X],,—2. Dann ist

(Gn+1,0) = (XPny@) —Bn (Pny @) =2 (Pn—1,q) =0
—— —— —_——

Also ist gp41 orthogonal zu K[X],—2. Da py, pp—1 und K[X],—2 den Raum K[X],, aufspannen,
folgt die Behauptung. O

Beispiel 8.3.2. Spezielle Gewichtsfunktionen auf speziellen Intervallen liefern orthogonale Po-
lynome mit gewissen Namen. Einige davon sind in Tabelle 8.1 aufgelistet.

Beispiel 8.3.3. Gesucht ist wieder die beste L?-Approximation an f = ﬁ durch quadratische
Polynome. Diesmal sollen orthogonale Polynome verwendet werden.

Zundchst konstruieren wir die orthogonalen Polynome. Die Gewichtsfunktion ist w =1, das
Intervall ist [—1,1]. Nach Tabelle 8.1 handelt es sich um Legendre-Polynome. In der 3-Terme-
Rekursion (Satz 8.3.1) ergeben sich die Parameter:

1

Bo = B1 =0, ’Y%:g

Dies bedeutet, dass die ersten drei Legendre-Polynome

1
p0:17 plZXa 7p2:X2_§
sind. Um eine Orthonormalbasis von K[X]y zu bekommen, finden wir noch die Normierungs-

faktoren:

<p07p0> =
h 2
mmg=/9a=3
—1
i 2 1 8
_ 4 42 1 _ S
—1
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Damit erhalten wir die Polynome:

3

Die Koeffizienten sind dann:

Y0 = (f, Py) = V2arctan1 ~ 1.111

M= <fa P1> =0
2
Y2 =(f,P2) = 3 g (2 - garctan 1) ~ —0.2239

Somit ist )
® =Py + 1P+ 72 P2 ~ 0.9624 — 0.53102>

die beste L?-Approzimation an f durch quadratische Polynome.

8.4 Tschebyschoff-Approximation
Hier sei K = R und es bezeichnet

Cla,b] = {f: [a,b] = R | f stetig}
diesmal versehen mit der L*°-norm ||-|| :

[flloe = max | f(2)]

t€la,b]

Sei U ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von V' = Cla,b] und f € V. Hier ist im
Allgemeinen die beste Approximation ¢ € U mit

| £ =] =minls — ol

nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel 8.4.1. Sei [a,b] =[0,1], f =1 und U = Rx. Nun gilt fir ¢ € U:

If = ol =1
und fir alle ¢ der Form ¢ = ax mit 0 < o < 2:
If = dllo =1

Hier liegt also eine Mehrdeutigkeit der besten L°°-Approzimation vor.
Die Eindeutigkeit ist gegeben durch die
Haarsche Bedingung. FEs sei dimU = n und die Interpolationsaufgabe

gb(xi):yi, i:1,...,n

mit beliebigen Stitzstellen a < x1 < --- < xp, < b und Werten y1,...,yn stets durch ein ¢ € U
losbar.
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n

Beweis. Sei f1,..., f, eine Basis von U. Ein interpolierendes ¢ = > ~; f; existiert genau dann,
i=1

wenn das lineare Gleichungssystem

(8.2) Z%‘fi(aﬁj):yj, j:1,...,n
i=1
fiir g = (x;) € R™ 16sbar ist. Die haarsche Bedingung besagt, dass das lineare Gleichungssystem
eindeutig 16sbar ist. Schreibt man (8.2) um als
(8.3) Ag=y

mit A = (fi(z;)) € R™" und y = (y;) € R", so ist nach der haarschen Bedingung die Gleichung
(8.3) fiir jede rechte Seite y 16sbar. Wahlen wir als rechte Seite jede Spalte der Einheitsmatrix
1, so folgt, dass die Matrix-Gleichung

AX =1

16sbar ist. Also ist A invertierbar, und somit (8.3) eindeutig 19sbar. O

8.5 Tschebyschoff-Polynome 1. Art

Die Tschebyschoff-Polynome 1. Art konnen direkt definiert werden als
T,(x) = cos(narccos(z)), =€ [-1,1], n=0,1,2,...

Es gilt fur 6 € [0, 7]
T, (cos 0) = cos(nh)

Diese Polynome erfiillen die Rekursion:

To(X) =1
TV(X)=X
T (X) = 2XT(X) = Ty (X), n=1,2,3,...

Bewets. Aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus:

cosx + cosy = 2cos (T) cos (m;y)

2 cos O cos(nb) = cos((n + 1)8) + cos((n — 1))

ergibt sich:

Folglich gilt mit ¢t = cos 6:
2tT,(t) — Th—1(t) = 2 cosf cos(nb) — cos((n — 1)0) = cos((n + 1)0) = Tp,4+1(t)
O

Es folgt, dass T,,(X) € Z[X],, also ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Der
fiihrende Koeffizient ist 27! und deg(7},) = n.
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Eigenschaften der Tschebyschoff-Polynome 1. Art

1. Es gilt:
T,(t)| =1
e [Tu(t)]
2. T), hat in [—1, 1] insgesamt n + 1 Extrema:

n k n
sé)—cos<;>, Tn(sé)):(—l)k, k=0,1,...,n
3. T, hat in [—1,1] insgesamt n einfache Nullstellen

(n) _ (2k = D)m )\ _ _
iy —COS( 5 , Tn<tk )—0, k=1,...,n

n

W

. Es gilt:

Inalxl] H ‘t t(n—H)‘ =27"

5. Orthogonalitatsrelationen:

1 0, n#m
/ T (6) T (1) 2
]

n=m=020

)

T
5, n=m#0

Vi

Tschebyschoff-Polynome sind also orthogonale Polynome.

Beweis von 4. Dies folgt aus:

1 n+1

5T (00 = [ (X - t,(j“))
k=0

und Eigenschaft 1. O

Beispiel 8.5.1. In Abbildung 8.2 sind die Tschebyschoff-Polynome 1. Art Ty bis Tr abgebildet.

8.6 Optimale Lagrange-Interpolation

Sei f € Cla, b]" ™. Wir wollen f bestméoglich durch Polynom-Interpolation an n+ 1 Stiitzstellen
approximieren. Ist P,(X) € R[X],, das Lagrange-Interpolationspolynom, so ist der Interpolati-
onsfehler gegeben durch:

F(g)
=L SN

(4.1.8), wobei £ € I; und

n

Npt1(X) = H(X — )
v=0

sei und I; das kleinste Intervall sei, das die Stiitzstellen zo < - -+ < z,, (im Intervall [a, b]) und ¢
enthalt.

118



Flx)=2x"2-1
g(x)=4x"3-3x
h(x)=8x"4-8x"2+1

F(x)=16x"5-20x"3+5x
g(x)=32x"6-48x"4+18x"2-1

h(x)=64x"7-112x"5+56x"3-7x_|

T-1,2

+-1.6

Abbildung 8.2: Die Tschebyschoff-Polynome 1. Art 715 bis T7%.

Die Aufgabe lautet nun, die Stiitzstellen zg, .

wird.

.., Xy so zu wahlen

Das normierte Polynom N,41(X) hat die Gestalt

Npt1 = X — ¢

mit ¢ € R[X],,. Gesucht ist also die beste L*°-Approximation pelU= R[X], an f = X"+, Da
U der haarschen Bedingung (Abschnitt 8.4) geniigt, ist die beste L>°-Approximation eindeutig

bestimmt. Es gilt:

Satz 8.6.1. Auf|a,b] = [—1,1] ist die beste L°°-Approzimation ¢ € R[X], an f = X" durch
b=X"t1_9-

gegeben, wobei Ty11 das n + 1-te Tschebyschoff-Polynom 1. Art sei. Die Nullstellen von Ty yq

nTn+1(X)

sind die optimalen Stitzstellen der Lagrange-Interpolation auf [—1,1].
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Kapitel 9

Numerische Integration

Bei der numerischen Integration geht es um die ndherungsweise Bestimmung bestimmter Inte-
grale:

b n
/ f)de~ S auf(z)
o i=0

mit Stiitzstellen a < xyp < -+ < x, < b und Gewichten «; € R.

Beispiel. Die Rechteckregel

n—1

b _
JECLZED SEREFANES
a =0

st eine Form der numerischen Integration. Diese ist in Abbildung 9.1 dargestellt.

350

300 ¢ /

250 f— A

200 } T = -
150
100
50

0

0 2 4 6 B8 10
¥

Abbildung 9.1: Rechteckregel (Quelle: Wikipedia, Autor: Mkwadee).
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9.1 Interpolatorische Quadratur

9.1.1 Trapezregel

Bei der Trapezregel wird die Fléche unter y = f(z) von x = 0 bis x = h durch ein Trapez
ABCD approximiert (s. Abbildung 9.2). Dann ist

0 a b X

Abbildung 9.2: Die Trapezregel (Quelle: Wikipedia, Author: Boris23).

Die Idee, die hinter der Trapezregel steckt, ist es, f in 0 und A durch ein lineares Polynom
¢(z) zu interpolieren:

b b

[1war~ [ )i

Der Interpolant ist dabei

() = 7o) + 12T,
Es ergibt sich:
b h
/E(x) dr = f(0)z + ;f(h) ; f(o)lﬂ — hf(()) ‘;‘ f(h)

0

also die Trapezregel.

Der Quadraturfehler ergibt sich aus dem Interpolationsfehler

f@)— i) = T8 ate ), e c o
(4.1.8). Somit ist
h h h 1 h
[ @ [t@rdo = [(r@) - tta)do = [ Pt~ iz
0 0 0 0

h
mwst f (n)/w(x—h)d:c——fl(;)h?’a n € [0, A
0

Mit MWSI ist der Mittelwertsatz der Integralrechnung gemeint:
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Satz 9.1.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und
g: la,b] = R integrierbar mit entweder g > 0 oder g < 0. Dann existiert ein n € [a,b], sodass

[ f@g(w)dz = 0 /b g() da

a

Beachte dabei, dass x(z — h) < 0 fiir z € [0, h] gilt.

9.1.2 Zusammengesetzte Trapezregel

Ist das Intervall grof3, so wird die einfache Trapezregel ungenau geméafl Quadraturfehlerbetrach-
tung im vorigen Abschnitt. Abhilfe kann durch dquidistante Unterteilung des Intervalls [a, b]
geschaffen werden:

a=r90< 1< < xTp_1<xTp=">

b_
wi=a+ih, h=-—2 i=0,....n
n

Wende nun die Trapezregel auf jedes der Teilintervalle [z;_1, x;] an:

i o f@ic) + f()
/ flx)dx =~ h 5

Dies ergibt:

b

/f(w) dr~ Y hf(xi—1>2+ Flx))
i=1

a

Der Quadraturfehler ist nun:

° L B3 h2b— a
> f@)de—ZTn(f) =Y = ") = —35—— D "(m)
a i=1 1=1

n
mit n; € [x;—1, ;. Die Grofle % > f"(n;) ist das arithmetische Mittel der Werte f”(n;). Sie liegt
i=1
also zwischen dem gréfiten und dem kleinsten Wert. Nach dem Zwischenwertsatz ergibt sich,
dass ein 7 € [a, b] existiert mit

f%@z}jﬂ@ﬁ

Somit ist

b
b —a 2
[ 1ty dn - z1() = L=
a
Konsequenz. Die Approximation durch die zusammengesetzte Trapezregel wird durch Hinzu-
nahme von Stitzstellen (d.h. Verkleinerung von h) beliebig genau. Der Quadraturfehler ist sogar
quadratisch in h.
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9.1.3 Newton-Cotes-Formeln

Bei der Trapezregel wurde mit linearen Polynomen interpoliert. Nun interpolieren wir mit einem
Polynom von Grad bis zu n an Stiitzstellen xy, . .., x,, € [a,b]. Finde dazu Gewichte ay, ..., a, €
R, sodass Polynome f € R[X],, exakt integriert werden, d.h.

b n
/f(x) dx = Zf(xi)ai, falls f € R[X],
o i=0

Die Losung ist gegeben durch die Lagrange-Basis-Polynome

n

fi(X)ZHX_xj

Ty — T;
j=0"" "
J#i

gegeben. Namlich

16st diese Aufgabe.

Beweis. Die Quadratur ist exakt fiir f € R[X],: Zunéchst ist

n

FX) =) fla)t(X)

=0

Somit ist

n b n
/f(at) dv =Y f(x;) /&-(:c) dr = fla)oy
i=0 % =0

a

Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln

Hier werden die Stiitzstellen dquidistant gewahlt:

b—
ri=a+ith, h= a, 1=0,...,n
n

Folglich ist jedes x € [a, b] von der Form
r=a+th, tel0,n]

Die Lagrange-Basispolynome ¥¢; schreiben sich dann als

n n . n .

X —ux; a+th—a—jh t—3j

(X ].1;[0561‘—%‘ jI;[Oa—i-ih—a—jh Jl;[oi—j
J# J# J#i

Also gilt, wegen dx = hdt:
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Beispiel 9.1.2. Sein = 2. Dann ist h = bfTa. Es gilt:

2
t—1t—2 h
—p et
@0 0—10—2 3
0

0
7 0 1 h
t—0t—
0‘2_h/2—02—d =3
0

Dies ergibt die Simpson-Regel!

/b roae~ g (s (“50) +50)

Einige Newton-Cotes-Formeln explizit

b
Essein=1,2,3,4und h = b;—“. Dann gilt mit I = [ f(z) da:
a

nel: I~0 S2(F(a) + £0) Trapezregel
n=2: I~ bg“ (f(a)+4f (“;b> +f(b)> Simpson-Regel
n=3: mb;“(f(a)+3f(a+b)+3f(b—h)+f(b)) 3/8-Regel
n=4: Izb&a(ﬁm)+%fm+h%+mf<a;b>+&U®—h%%ﬁ@0 Boole-Regel

1
Beispiel 9.1.3. Wir approzimieren I = [ % mit den ersten 4 Newton-Cotes-Formeln.
0

1. Trapezregel: I ~ 0.75000.
2. Simpson-Regel: I =~ (0.78333.
3. 3/8-Regel: I ~ 0.78462.

4. Boole-Regel: I ~ 0.78553.

Fehler der Simpson-Regel
Der Quadraturfehler bei der Simpson-Regel betréagt

/b sorde— 2t (r -7 (S5) 10)) = 0, gelay

!diesmal benannt nach Thomas Simpson (1710-1761)
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9.2 Gauf3-Quadratur

Wir definieren zunéachst

[= /b f(@)w(z) do

mit fester positiver, stetiger Gewichtsfunktion w: [a,b] — R und bemerken, dass [ linear ist:

/af:a/f, a€eR
/(f+g)=/f+/g, f,9 € Cla, b]

Wir erinnern, dass [ fg ein Innenprodukt auf C[a, b] definiert (s. Abschnitt 8.3).

Nullstellen orthogonaler Polynome
Fiir die Gau-Quadratur werden wir die Nullstellen orthogonaler Polynome verwenden. Es gilt:

Satz 9.2.1. Sei po,p1,p2,... eine Folge orthogonaler Polynome in Cla,b] mit degp; = i. Dann
sind deren Nullstellen einfach, reell und liegen im Intervall |a,b].

Beweis. Seien x, ...,z die verschiedenen Nullstellen von p,1, die im Intervall [a,b] liegen.
Falls k = n, so ist alles gezeigt. Falls jedoch k < n, sei

q(X) == (X — o) - (X — )

Es ist degqg =k + 1 < n+ 1. Deshalb ist

(9'1) /pn-l-lq =0

Aber p,+1q hat in [a, b] keinen Vorzeichenwechsel, da jede Nullstelle mit gerader Multiplizitét
auftritt. Folglich ist

/ Pnt1q # 0
im Widerspruch zu (9.1). O

In der Tat eignen sich die Nullstellen orthogonaler Polynome gut als Stiitzstellen fiir die
Integration. Seien xo, ..., =, € [a,b] die Nullstellen von p,, 11, wobei po, p1, ... eine Folge ortho-
gonaler Polynome in Cfa, b] mit degp; = i sei. Wir setzen

Q; ::/Ei, i1=1,...,n

n

X —xz;
l; = J
() =11 P
Jj=0
J#i
das i-te Lagrange-Basispolynom sei. Die Gauf$-Quadraturformel ist

wobei

Gnf = oif(x;)
i=0
Es gilt:
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Satz 9.2.2. Ist f € R[X]an+1, so integriert G, f exakt:

Gut = [ 1

Beweis. G, f ist exakt flir Polynome von Grad < n nach Abschnitt 9.1.3. Sei f ein Polynom
mit deg f < 2n + 1. Es gilt: degpn+1 = n + 1. Somit ist bei der Division mit Rest:

f=pnt19+7r, degg,degr <n

Also ist
n
Gnf = Zazf z:) = Z r<pn+1<xi> gla) + r(w:) = ;am) = Gr
eaz=n / / Pnt1q+7) /f
wobei () gilt, da p,4+1 orthogonal zu ¢ ist wegen deg g < n. O

Konsequenz. Die Gewichte «; sind alle positiv und < [ 1.

Proof. 1. Es gilt:

/52( Gol? = Zaj

6”

wobei (x) gilt wegen deg £? < 2n + 1.

2. Es gilt:
Zail =Gl = /1

Ist eine Summe positiver reeller Zahlen kleiner gleich [ 1, so sind alle Summanden kleiner gleich
J L O

Gauf3-Quadraturfehler

2n+2) (6)
/f an 2 + 2) /p'?z—l—l’ 5 € [CL, b]

Es gilt:

Konvergenz

Fir f € Cla,b] gilt:
lim G, f = /f
n—oo

Beispiel 9.2.3. 1. Fir [a,b] = [-1,1] und w = 1 spricht man von der GaufB-Legendre-
Quadratur.

2. Fir das Intervall [0,00) und w(x) = e™* ist es die GauB-Laguerre-Quadratur.

2

3. Fiir (—oo0,00) und w(zx) = e~ *" ist es die GauB-Hermite-Quadratur.
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Gauf3-Legendre-Formeln

Bei der Gauf-Legendre-Quadratur werden die Nullstellen der Legendre-Polynome Py, P, ...

verwendet. Sie erfiillen die Orthogonalitatsrelationen

1
2
Pn Pm dr = 75771 n
/1 (@) B () div = 57— 0m,
und die Rekursionsformel

(n+ 1) Pt (X) + 1Py (X) = (20 + 1) X Py (X)

Die ersten drei Legendre-Polynome lauten:

3 1
Ph=1,P =X, Pb=2-X"—~
0 y 471 y 472 2 2

Tabelle 9.1 gibt die Knoten und Gewichte der Gau-Legendre-Quadratur fiir n < 5 wieder.

n Knoten z; Gewicht «;
1 0 2
2 +1/v/3 1

0 8/9
3 +/3/5 5/9
j:\/(?) ~2,/6/5)/7 1845%/%
4| +£/(3+2/6/5)/7| 18530

0 128,225

+31/5—2¢/10/7 | 322413V70
900

5| +1\/5+2/10/7 | 32110

Tabelle 9.1: Knoten und Gewichte der Gauf3-Legendre-Quadratur.

9.3 Intervalltransformation

Gegeben seien Gewichte und Knoten einer Quadraturformel auf dem Intervall [—1, 1]:
1 n
[ ota)de =Y aigla
) i=0
Angenommen, diese sollen verwendet werden, um das Integral

/b F(2) dt

naherungsweise zu berechnen. Dann kénnen wir folgende Transformation verwenden:

b—a

t: [-1,1] = [a,b], x> (x+1)+a
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Diese ist affin-linear und bildet [—1, 1] bijektiv auf [a,b] ab. Mit dieser Substitution wird

b 1 1
b—a b—a
fyae= [ ) =t e = 9() da

=dt
mit g(z) = f(t(x)). Dies ergibt folgende Quadraturformel fiir f:

b

/f(t) dt ~ b ; e Zaif(ti)v t; = t(x)
=1

a

Die neuen Knoten sind also ¢(x;) und die neuen Gewichte

b—a
2

87}

vermoge der Transformation ¢: [—1,1] — [a, b].

Beispiel 9.3.1. Wir approximieren

1
I:/ dzr
1+ 22
0

mithilfe der Gauss-Legendre-Quadraturformeln. Dazu verwenden wir die Transformation
1
t:[-1,1] = [0,1], =z~ §(x+ 1)

Es ist b_T“ = % Unter Verwendung von Tabelle 9.1 erhalten wir demnach:

n=1t=t0)=%1 a1=5-2=1.

1
I~f <2> = 0.8000

n =2
1 1
t =t (1/\/??) ~ 07887, ar=g-1=
1
ty =t (—1/\/5) ~ 02113, as =3
1 1
I~ 3 f(0.7887) + 5 £(0-2113) ~ 0.7869
n=23
1 18 4
1=H0)=5, m=5-5=3
15 5
tgft< 3/5) ~ 08873, az=o 2=
5
ty =t (— 3/5) ~ 01127, oy = o
4 (1\ 5
I~f <2> + 1= (F(0.8873) 4 £(0.1127)) ~ 0.7853
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9.4 Romberg-Integration

Sei zunachst T,? die zusammengesetzte Trapezregel fiir n = 2F dquidistante Teilintervalle von
[a, b]:
T = ZTon(f), k=0,1,2,...

mit ZT,, wie in Abschnitt 9.1.2. Nun bildet man hoéhere Differenzenquotienten:

T i1
P e
k 4i 1 3

I
|
\.H
N
=

Im Tableau

Ty
AN
Tlo — Tll

NN

7Y =T} T3

NN N

T —~T; =17~ T3

hangt jedes Element nur von seinem linken und seinem linken oberen Nachbarn ab.
Bemerkung 9.4.1. Der Fehler fir T} ist O(hi”z), wobei hy, = b;—,f ist.

Beispiel 9.4.2. Wir berechnen

mit dem Romberg-Verfahren. Zundchst:

1@:;Q+;>:0%

iﬁ=;<r+;§+;>=0m%%%3

'@_i<y+;§+;-§+;j+l)_uwm%%%z
Dann:

J?::41$:;CE9::(1694444

13::41§:;,E9::(1693253, T3 ::1613u;,rf::(169317460

Vergleich mit In2 ~ 0.69214718 ergibt, dass T22 bereits 4 korrekte Nachkommastellen hat.
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